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53. fejezet

Elektromagnesesség

53.1. Elektromos erdk

Képzeljiink el egy olyan erét, mint a gravitacié, amely — mint ismere-
tes — lényegében a tavolsag négyzetével forditottan aranyos, de ez az erd
millidrd-millidrd-millidrd-millidrdszor erésebb, mint a graviticié. Van még
egy masik kiilonbség is. Ellentétben a gravitdaciéval, ahol csak vonzas 1é-
tezik, tételezziik fel azt is, hogy kétféle ,anyag” van: pozitiv és negativ,
és az egynemiuek taszitjak, a kiilonb6z6 nemiiek pedig vonzzak egymast.

A pozitiv anyagok oriasi erével taszitandk egymast és szétszérédnanak
a szélrozsa minden irdnydba. A negativ anyagokkal ugyanez torténne. De
egészen mas a helyzet, ha a pozitiv és negativ anyagokat egyenld aranyban
Osszekeverjilk. Az oridsi vonzéerd egymashoz vonzana az ellentétes része-
ket. Végeredményben ezek az iszonyi er6k majdnem teljesen kiegyenli-
tédnének, strli, ,finomszemcsés” pozitiv-negativ keverék képzédne, és e
keverék két szétvalasztott darabja kozott gyakorlatilag sem vonzo-, sem
taszitéerd nem lépne fel.

Van ilyen er6: az elektromos eré. Ugyanis minden anyag a pozitiv
protonok és negativ elektronok keveréke, melyek ezzel az éridsi erdvel
vonzzak és taszitjak egymast. Azonban az egyensily olyan tokéletes, hogy
ha kozel megyiink is valakihez, semmiféle er6hatdst nem érziink. Pedig
mar igen kis kiegyensulyozatlansag is észreveheté lenne. Ha két ember
kartdvolsdgnyira allna egymastél és mindegyikiiknek egy szazalékkal tobb
elektronja lenne, mint protonja, a taszitd eré hihetetleniil nagy lenne.
Milyen nagy? Az Empire State Building felemeléséhez lenne elég? Nem!
A Mont Everest felemeléséhez lenne elég? Nem! Ez a taszit6 erd elég lenne
az egész Foldgolyd silyaval egyenld nagysagu ,,sily” felemeléséhez!

Ha elgondoljuk, hogy ebben a finom keverékben a hatalmas erék toké-
letesen kiegyensulyozottak, nem nehéz megérteni, hogy az anyag, amely
igyekszik fenntartani pozitiv és negativ toltéseinek finom egyensilyat, igen
merev és szilard lehet. Az Empire State Buildingnek példdul csak koriilbe-
lil 2 em-nyi kilengése van, mert az elektromos erdk az Gsszes elektront és
protont tobbé-kevésbé megtartjak eredeti helyiikon. Masrészt, ha a sem-
leges anyagot olyan kis részekre osztjuk, hogy az egyes részecskék csak
néhany atomot tartalmaznak, akkor altalaban nem mindegyik anyagrész-
ben lesz egyenld a pozitiv és negativ toltések szama, ezért nagy elektro-
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mos erék lépnek fel az egyes anyagdarabkak kézott. De akkor is kialakul-
hat nagy ered6 elektromos erd, ha a két szomszédos darabkaban egyenlo
szamban van a kétféle toltés, ugyanis az egyedi toltések kozti erdk a ta-
volsadgnégyzetek reciprokaval aranyosak. Ered6 er6 ébredhet, ha az egyik
darabnak a negativ toltése kozelebb van a masik darab pozitiv toltései-
hez, mint a negativjaihoz. A vonzdéerdk ekkor nagyobbak lehetnek, mint
a taszitok, és a két kis darab kozott végeredményben toltéstobblet nél-
kil is vonzéas léphet fol. Az atomokat Osszetarté erék és a molekuldkat
Osszetartd kémiai erdk valéjaban olyan tartomanyokban haté elektromos
er6k, amelyekben a toltésegyensiily nem tokéletes, vagy a tavolsagok igen
kicsik.

Olvaséink mar tudnak réla, hogy az atommagban pozitiv protonok, a
magon kiviil pedig elektronok vannak. Joggal kérdezhetik: ,,Ha az elektro-
mos er6 olyan roppant nagy, miért nem zsifolédnak egymasra a protonok
és elektronok? Ha finom keveréket akarnak alkotni, miért nem tomoriilnek
még jobban?” A véalaszt a kvantumeffektusok szolgaltatjik. Ha megpro-
baljuk az elektronokat a protonok koriil nagyon kis tartomanyba bezarni,
minél 6sszébb szoritjuk Oket, annal nagyobbra szabja meg a hatarozatlan-
sagi elv impulzusnégyzetiik atlagat. Ez a mozgas — melyet a kvantumme-
chanika térvényei hataroznak meg — akadalyozza meg, hogy az elektromos
vonzoberdk a toltéseket valamivel is kozelebb vigyék egymaéashoz.

Masik kérdés: ,Mi tartja Ossze az atommagot?” Hiszen az atommag-
ban tobb proton van, és mindegyik proton pozitiv. Miért nem taszitjik
ezek széjjel egymast? Kideriilt, hogy a magokban az elektromos eron ki-
viil mas, igynevezett magerdk is hatnak, melyek nagyobbak az elektromos
erénél és képesek az elektromos taszitas ellenére Osszetartani a protonokat.
A mageréknek azonban r6vid a hatétavolsaguk, az er6hatés 1/r2-nél sok-
kal gyorsabban csokken, és ennek fontos kévetkezménye van. Ha til sok a
proton egy magban, a mag til naggya valik és szétesik. J6 példa erre a 92
protonnal rendelkezé urdnium. A magerék dontéen csak a szomszédos pro-
tonok (vagy neutronok) kozott hatnak, ellenben az elektromos erék nagy
tavolsdgokat hidalnak at, minden egyes proton taszitja az Osszes tObbit.
Minél tobb proton van egy magban, annal erésebb az elektromos taszitas,
egészen addig, amig — mint az urdniumban is — az egyensuly olyan labi-
lissa nem valik, hogy a mag majdnem szétesik a taszitd elektromos erdk
hatésara. Ha egy ilyen magot egész konnyedén ,meglokiink” (példaul egy
lassi neutronnal), két pozitiv t6ltésli darabra esik, s ezeket szétrepiti az
elektromos taszitas. Az igy felszabadul6 energia: az atombomba energidja.
Ezt az energiat gyakran ,nuklearis” energidnak is nevezik, pedig valdja-



53.1. Elektromos erdk 13

ban elektromos energia, mely akkor szabadul fel, ha az elektromos erdk
tulsilyba keriilnek a vonzé magerokkel szemben.

Végiil megkérdezhetjiik, hogy mi tart 0ssze egy negativ toltést elekt-
ront? (Az elektronban ugyanis nincsenek magerok.) Ha az elektron egyféle
alapanyagbdl all, minden részének taszitania kell a tobbit. Miért nem re-
pil akkor széjjel? De vannak-e az elektronnak ,részei”? Talan azt mond-
hatjuk, hogy az elektron csak egyetlen pont, és az elektromos erck csak
kiilonbozo ponttoltések kozott hatnak, igy az elektron nem hat sajat ma-
gara? Lehetséges. Arrol a kérdésrol, hogy mi tartja Ossze az elektront,
egyelore csak annyit mondhatunk, hogy igen sok nehézséget tamasztott,
amikor az elektromagnesesség Osszefoglalé elméletét igyekeztek megalkot-
ni. E kérdésre mindeddig még senki sem tudott valaszt adni. Részletesebb
elemzésre a késébbi fejezetekben még sor keriil.

Mint lattuk, feltételezhetd, hogy az elektromos er6k és a kvantum-
mechanikai hatasok egyiittesen hatarozzak meg az anyag makroszkopikus
szerkezetét, tehat a tulajdonsigait. Vannak kemény anyagok, és vannak
lagyak. Egyes anyagok elektromos vezetdk — ugyanis elektronjaik szabadon
mozoghatnak; masok szigeteldk — mivel elektronjaik szorosan kétodnek az
egyes atomokhoz. Kés6bb meg is vizsgaljuk, hogyan jonnek létre ezek a
tulajdonsagok, ez a vizsgalat azonban nagyon bonyolult, ezért kezdetben
inkdbb csak egyszerli koriilmények kozott tanulmanyozzuk az elektromos
erket. Azzal kezdjuk, hogy csupan az elektromossag torvényeit vizsgél-
juk, beleértve a méagnesességet is, amely 1ényegében ugyanazon jelenség-
csoporthoz tartozik.

Mér mondtuk: az elektromos erék, a gravitaciés er6hoz hasonléan, a
toltések kozti tavolsag négyzetének reciprokaval aranyosan csokkennek.
Ezt az sszefiiggést nevezik Coulomb-térvénynek. De ez a térvény mar
nem teljesen igaz a mozgd toltésekre; az elektromos erok bonyolult médon
a toltések mozgasatol is figgnek. A mozgo toltések kozott hato erk egy ré-
szét magneses erének nevezziik. Valéjaban ez is az elektromos hatéas egyik
megnyilvanulasa. Ezért is nevezik ezt a targyat ,elektromagnesesség”-nek.

Van egy fontos, altaldnos elv, amely lehetové teszi az elektroméagne-
ses erdk viszonylag egyszeril targyalasat. Kisérleti tapasztalatok szerint
ugyanis egy adott toltésre haté erd, fiiggetleniil a tobbi jelen levd toltések
szamatol, mozgasatdl, kizardlag csak az adott t6ltés helyzetétdl, sebessé-
gétdl és nagysagatol fiigg. A v sebességgel mozgd q toltésre hatdé F erd a
kovetkezOképpen irhato fel:

F =q¢(E+ v xB), (53.1)
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ahol E az elektromos tér, B pedig a mdgneses tér a toltés helyén!. Az a
lényeg, hogy e két vektor megadasaval a vildgegyetem Osszes tobbi tol-
tésébdl eredd elektromos erck Osszefoglalhatok. E vektorok értéke fiigg
a toltés helyétdl és iddben valtozhat. Ha az adott toltést egy mésikkal
helyettesitjiik, az 1j toltésre hato eré éppen aranyos lesz e toltés nagysé-
géval, hacsak a vilagegyetemben maradd tobbi toltés nem valtoztatja meg
helyzetét, illetve mozgasat. (Gyakorlati korillmények kozott persze min-
den t6ltés er6hatast gyakorol a kornyezetében levo Gsszes tobbi toltésre,
mozgasba hozhatja azokat, s igy el6fordulhat, hogy a terek megvaltoznak,
ha egyik toltést a mésikkal helyettesitjiik.)

A 9. fejezet alapjan meg tudjuk hatdrozni egy részecske mozgasat,
ha ismerjiik a red haté er6t. Az (53.1) egyenletet a mozgdsegyenlettel
kombinalva adédik a kovetkezd egyenlet:

d mv

dt {(1 —v2/c2)1/2
Vagyis, ha E és B ismert, a mozgas meghatarozhaté. De tudni szeretnénk
azt is, hogy hogyan jon létre E és B.

A terek létrejottére vonatkozdan az egyik legfontosabb egyszeriisit
szabdly a kovetkezo: Képzeljik el, hogy mozgé toltések egy csoportja E;
teret kelt, egy masik csoport pedig Eo-t. Ha mindkét toltéscsoport egy-
szerre van jelen (azaz ugyanabban a helyzetben és mozgésallapotban, mint
voltak akkor, mikor kiilon-kilon létez6nek tekintettiik 6ket), akkor az &l-
taluk keltett tér éppen Osszegezddik:

E =E; + Eo. (533)

Ez a szabdly a terekre vonatkozé szuperpozicid elve. A szuperpozici6 elve
természetesen a magneses terekre is érvényes.

A szuperpozicio elve tehat kimondja: ha az egyetlen tetszélegesen moz-
g6 toltés altal keltett elektromos és magneses tér torvényét ismerjiik, akkor
az elektrodinamika 6sszes torvényét ismerjiik. Ha meg akarjuk tudni, mi-
lyen erdk hatnak az A toltésre, akkor csak ki kell szamitanunk egyenként
a B,C, D stb. toltés altal keltett E és B tereket, majd az E-ket és B-ket
Osszeadjuk; az igy kapott eredd térbol kell kiszamitani az A toltésre hatd
er6ket. Ha az deriilt volna ki, hogy az egyedi toltés altal keltett tér egy-
szerl, akkor valdban igy lehetett volna az elektrodinamika torvényeit a
legtisztabban leirni. Ezt a — sajnos meglehetésen bonyolult — térvényt a
28. fejezetben egyszer mar felirtuk.

} =F =¢(E+v xB). (53.2)

tt a tér nem tévesztendd Ossze a térerésséggel. A magyar terminolégia szerint
E valéban az elektromos térerésség, B-t viszont magneses indukciénak nevezziik. (A
fordité megjegyzése.)
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Kideriil, hogy az elektrodinamika torvényei nem a vart alakban a leg-
egyszeriibbek. Nem az a legegyszeriibb, ha felirjuk azt az er6t, amellyel
az egyik toltés hat a tobbire. Igaz, hogy nyugvé toltésekre a Coulomb-
torvény még egyszeri, de mozgo toltéseknél mar bonyolultta teszik az
Osszefiliggéseket — tobbek k6zott — az idobeli késések és a gyorsulasbdl ere-
do6 hatasok. Mindezt figyelembe véve, az elektrodinamikat nem pusztan a
toltések kozott hato erdk torvénye alapjan targyaljuk; célszeriibb lesz egy
masik nézépontot valasztani — olyan nézépontot, ahonnan az elektrodina-
mika torvényei a legkénnyebben kezelhetének mutatkoznak.

53.2. Elektromos és magneses terek

El6szor is, kissé altaldnositanunk kell az elektromos és magneses vekto-
rokrdl alkotott fogalmainkat. E-t és B-t a magdnyos toltésre hatd erdk
segitségével definidltuk. Most beszélni szeretnénk elektromos és magne-
ses tér jelenlétérdl egy pontban, még ha nincs is ott toltés. Valéjaban azt
akarjuk mondani, hogy e pontban erék vannak, melyek ,hatnak” a tol-
tésre, de akkor is van még ott ,valami”, mikor a toltés mar nincs ott.
Ha az x,y,z pontba helyezett toltés t id6ben az (53.1) altal megadott
F erét ,érzékeli”, hozzdrendelhetiink az (z,y, z) ponthoz E és B vektort
is. Ugy gondoljuk, hogy E(z,y, z,t) és B(x,y,2,t) meghatrozzik azo-
kat az eréket, amelyeket az (x,y, z) pontba helyezett toltés ,,észlelne” a
t idépillanatban. Mindossze azt a feltételt kell kikotnink, hogy a toltés
odahelyezése nem wvdltoztatja meg a teret kelté tobbi toltés helyét vagy
mozgasat.

Ennek az elképzelésnek az alapjan, a tér minden x, y, z pontjahoz hoz-
zarendelhetiink két vektort, E-t és B-t, melyek az idében is valtozhatnak.
Az elektromos és magneses teret tehat x,y, z és t vektorfligguényeinek te-
kintjiik. Mivel a vektort komponensei hatdrozzak meg, ezért az E(z, y, z, t)
és a B(x,y, z,t) terek mindegyike hérom, z, y, z és t-t6l fliggd matematikai
fliggvényt jelent.

Eppen azért beszélhetiink térrsl (&ltaldnositott értelemben), mert E
(illetve B) a kozonséges értelemben vett haromdimenzids tér minden pont-
jaban megadhaté. , Tér” barmilyen fizikai mennyiség, amely a tér kiilon-
b6z6 pontjaiban kiilonbozé értékeket vesz fel. Példaul a hémérséklet is
Lbér” — ez esetben ,skalartér” —, melyet T'(z,y, z) alakban frhatunk fel. A
homérséklet az id6ben is valtozhat, ilyenkor id6tél fliggd hémérséklettér-
r6l beszéliink, és T'(x,y, z,t) alakban irhatjuk fel. Masik példa az aramld
folyadék ,,sebességtere”. A folyadék sebessége a tér minden pontjaban fel-
irhaté a t idépillanatban v(z,y, z, t) alakban. Ez ,vektortér”.
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De térjlink vissza az elektromagneses térhez. Habar a teret keltd tol-
tések és a tér kozott igen bonyolult a kapcsolat, van egy fontos tulajdon-
saguk: egy adott pontban és egy hozzd kozeli pontban felvett térértékek
kozott igen egyszert az Osszefiiggés. Mindossze néhany, differencidlegyen-
lettel megadott Osszefiiggés e tereket tokéletesen le tudja irni. Az elekt-
romagnesesség torvényeit ilyen egyenletekkel tudjuk a legegyszeriibben
felirni.

Kiilonb6z6 médon probaltak eddig a terek viselkedését szemléletessé
tenni. A legkifogastalanabb, egyben a legelvontabb is: ha a teret egysze-
riien a tér és id6 matematikai fiiggvényének tekintjitk. Abrazolhatjuk is a
teret, ha a tér sok pontjaban vektorokat rajzolunk, melyek megadjak az
adott pontban a tér nagysigit és irdnyat (lasd az 53.1. dbrat). Tovabbi
modszer, hogy vonalakat rajzolunk, amelyek minden pontban érintéle-
gesek a vektorokra, s ezzel mintegy kovetik a nyilakat: mutatjdk a tér
iranyat.

._,-—-—V
./ .’
o—> o—>
o*—>
[ 2"
*—,
*— 53.1. abra. A vektorteret nyilakkal
szemléltethetjiik, amelyek nagysiga és
.\ irdnya jelzi a vektortér értékét és ira-
LoV nyat a nyilak kezdépontjaban

Ezzel a mddszerrel szem eldl tévesztjik a vektorok hosszusdgdt, vi-
szont a tér erGsségét jelezhetjiik azaltal, hogy a vonalakat tavol rajzoljuk
egymastol, ahol a tér gyenge, és kozel, ahol erés. Fogadjuk el azt a megél-
lapodast, hogy a vonalakra meroleges egységnyi feliileten athalad6 vonalak
szama aranyos a tér erdsségével. Ez természetesen csak kozelités, és meg-
koveteli — altalaban —, hogy helyenként j vonalakat inditsunk, tudniillik,
hogy a vonalak szama elegendd legyen a térerGsség jelzésére. Az 53.1.
abrabeli tér vonalakkal dbrazolva az 53.2. abran lathato.

53.3. Vektorterek jellemz6i

A vektortereknek van két, matematikailag fontos tulajdonsiaguk, ame-
lyeket akkor hasznalunk fel, amikor az elektromossag torvényeit ,tér”-
szempontbdl irjuk le. Képzeljiink el egy tetszOleges alaku zart feliiletet,
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\ 53.2. dbra. Vektortér szemléltetése vo-

nalakkal. A vonalak minden pontban

/‘/s ™~ érintSlegesek a vektor iranyahoz képest,

és siirtiségiik arédnyos a vektor nagysa-
gaval

és nézzik meg, elveszhet-e ,valami” annak belsejébol, azaz van-e a térnek
kidramldsi tulajdonsaga. Példaul a sebességtérrel kapcsolatban megkér-
dezhetjiik, hogy a sebesség mindig kifelé mutat-e a zart feliilettel hatarolt
térrészbdl, vagy altaldnosabban fogalmazva, (idéegységenként) tobb folya-
dék folyik-e ki, mint be? A feliileten idGegység alatt ataramlé ,,6sszes” fo-
lyadékmennyiséget a feliiletre vonatkozé sebességflurusnak nevezzik. Egy
feliiletelemen ataramléd fluxus egyenld a sebességnek a feliiletre merdleges
OsszetevOje szorozva a feliiletelem teriiletével. TetszOleges zart feliileten a
tiszta kifolyds — vagy fluxus — a sebesség kifele mutaté normalis irdnyt
komponensének atlaga szorozva a feliilet tertiletével:

Fluxus = (4tlagos normalis irdnyd komponens)-(feliilet teriilete).
(53.4)

Matematikailag az elektromos tér esetében is definidlhatunk valami ki-
aramlashoz hasonlét, és ezt fluxusnak nevezziik, de ez a fluxus természe-
tesen nem valamilyen anyag dramlasa, mert az elektromos tér nem valami-
nek a sebessége. Kideriil azonban, hogy a tér atlagos normalis 6sszetevije
mégis nagyon jelentds és hasznos matematikai fogalom. Ennek felhaszné-
lasaval ugyanis elektromos fluxusrdl is beszéliink, melyet szintén az (53.4)
egyenlettel definidlunk. Végiil nemcsak teljesen zart feliiletre hasznos a
fluxus fogalma, hanem barmely véges nagysagu feliiletre is. Mint mar
el6bb is lattuk, az ilyen feliileten keresztilaramlé fluxust a vektor atlagos
normalis komponensének és a feliilet teriiletének szorzataként definidljuk.
Ezeket a fogalmakat az 53.3. abra szemlélteti.

A vektortereknek van egy masik tulajdonsaguk is, amely inkdbb vonal-
lal, mint felilettel fiigg 6ssze. Gondoljunk ismét a folyadék aramlasat leird
sebességtérre. A kiovetkezd érdekes kérdés kinalkozik: kering-e a folyadék?
Ezen azt értjiik: van-e ,ered6” forgd mozgas valamilyen hurokban?
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Tegyiik fel, hogy hirtelen mindeniitt megfagyasztjuk a folyadékot, ki-
véve egy Onmagaban visszatérl, egyenletes keresztmetszetii cs6 belsejét

'/ Vektor

7
/
7

™A fellletre meréleges

Osszetevd
Felilet 53.3. abra. Vektortérnek adott feliilet-
re vonatkozé fluxusa: a vektor normalis
/ Osszetevéjének atlaga szorozva a feliilet
tertletével

(53.4. abra). A csovon kiviil megéll, de a csé belsejében tovabb mozoghat
a bezart folyadék, ha van impulzusa, azaz ha a csé mentén egyik irany-
ban nagyobb az ered6 impulzus, mint a méasik irdnyban. Definidljuk a
cirkuldciot mint a csében levo folyadék eredd sebességének és a cs6 keri-
letének szorzatat. Ismét altalanosithatunk, és definidlhatjuk a cirkuldciét

" Folyadek L

53.4. abra. (a) Sebességtér folyadékban. Képzeljiink el egy dllandé keresztmetszetii
csovet, amely tetszéleges zdrt gorbe alakd, mint a (b) dbrdn. Ha a folyadékot a cs§
kivételével mindeniitt hirtelen befagyasztanank, a folyadék a csében gy keringene,
mint a (¢) 4bran

tetszéleges vektortérre (még ha nem is mozog ott semmi). Tetsz6leges
vektortérben barmely képzelt zart gorbe mentén a cirkulaciot ugy defini-
aljuk, mint a vektor atlagos (azonos koriiljarasi irdnyban vett) érintéleges
komponense szorozva a zart gorbe kertiletével (53.5. abra).

Cirkulacié = (4tlagos érint6leges komponens)-(a zart gorbe keriilete).
(53.5)

Latni fogjuk, hogy ez a definicié6 valoban olyan szamot ad meg, amely
aranyos a fent leirt, hirtelen befagyasztott csében levo cirkulacié sebessé-
gével.
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Pozitiv irany

53.5. &bra. Vektortér cirkulaciéja: a
vektor atlagos érintéleges Osszetevije
(azonos koriiljardsi értelemben) szoroz-

Tetsz6leges <3
va a gorbe kertiletével

zart goérbe

Torténetesen ezzel a két fogalommal — fluxus és cirkuldcié — irhatjuk
fel az elektromossag és magnesesség torvényeit. Lehet, hogy elsé hallasra
még nem vilagos e torvények jelentése, de valami képet mar kap az Olvasé,
hogy végiil is milyen modszerrel irhato le az elektromédgnesesség fizikaja.

53.4. Az elektromagnesesség torvényei

Az elektromégnesesség elsd torvénye az elektromos tér fluxusat irja le:

E tetszbleges zart feliiletre vonatkozé fluxusa =

_a bezért tijl;cések C')SSZGge7 (53.6)
0

ahol gg allandé. Ha a feliilet belsejében nincsenek toltések, akkor — ha van-
nak is a feliileten kiviill, a kozelben toltések — E dtlagos normalis Ossze-
tevoje nulla, igy nem halad 4t eredé fluxus a felilleten. Hogy az ilyen
tipusu allitas gyakorlati jelentoségét is szemléltessiik, megmutatjuk, hogy
az (53.6) egyenlet azonos a Coulomb-térvénnyel, csupén azt kell hozza-
venni, hogy a maganyos toltés tere gombszimmetrikus. A ponttoltés koré
rajzoljunk egy gbébmbdt! Az atlagos normadlis Osszetevé minden pontban
éppen E hossza, mert a tér sugariranyu és azonos erdsségli a gdbmb min-
den pontjaban. Marmost a mi szabalyunk szerint a gombfeliileten vett
térnek és a gomb feliiletének szorzata — azaz a kimend fluxus — aranyos a
belso toltéssel. Ha nagyobbra vessziik a gomb sugarat, a teriilet a sugarral
négyzetesen nd. Az elektromos tér atlagos norméalis komponensének és a
teriiletnek a szorzata most is ugyanazzal a bels6 toltéssel lesz egyenld,
tehat a térnek a tavolsag négyzetével kell csOkkennie — s igy kapjuk meg
az ,inverz négyzetes” teret.

Ha egy tetszoOleges térgorbe koriil megmeérjiik az elektromos tér cirku-
laci6jat, azt taldljuk, hogy altaldban nem nulla (jéllehet, Coulomb-térre
nulla). S6t, az elektromossagra fennall egy méasik torvény is, mely szerint
barmely A (nem zart) feliiletre, melynek hataroléja a C' gorbe, igaz a
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kovetkezo:

d
E cirkulaciéja C' mentén = —i(B—nek A-ra vonatkoz6 fluxusa).

(53.7)

Az elektromégneses tér torvényeit kiegészithetjiik tgy, hogy két ha-
sonl6 egyenletet irunk fel a B méagneses térre.

B tetszéleges zart feliiletre vonatkozé fluxusa = 0. (53.8)

Egy C gorbével hatarolt A feliiletre:

d
¢® - (B cirkuldciéja C' mentén) = $(E—nek A-ra vonatkoz6 fluxusa)

az A-n athaladé elektromos éram. (53.9)
€0

Az (53.9) egyenletben a c? 4llandé (a fénysebesség négyzete) azért
jelenik meg, mert a magnesesség valdjaban az elektromossag relativisz-
tikus effektusa. Az g allandd azért sziikséges, hogy az elektromos aram
egységeit alkalmas mdédon kapjuk meg.

Az elektrodinamika Osszes torvényét tartalmazzak az (53.6)...(53.9)
egyenletek és az (53.1) egyenlet.? Taldn emléksziink még, hogy Newton
torvényeit nagyon egyszerten irtuk le, de ennek az ara egy csomé bonyo-
lult kovetkezmény volt, és sok idénkbe keriilt, mig mindent megtanultunk
réluk. Az elektrodinamika torvényei tavolrdl sem olyan egyszeriiek, sét
még nehezebben irhaték le, mint Newton torvényei, ami azt jelenti, hogy
a kovetkezményeik is bonyolultabbak, s igy nyilvan rengeteg idonkbe telik
majd, amig mindet megértjiik.

Az elektrodinamikai torvények némelyikét egy sor egyszerii kisérlettel
szemléltethetjilk, melyek kvalitative megmutatjak az elektromos és mag-
neses terek Osszefiiggéseit. Az (53.1) egyenlet elsé tagjaval mar nemegyszer
talalkoztunk féstilkodés kozben, ezért nem is szitkséges kiilon bemutatni.
Az (53.1) egyenlet masodik tagja érzékeltethetd, ha egy rudmégnes felett
fiiggd vezetdn keresztiil aram folyik (53.6. dbra). Ha ugyanis az dramot
bekapcsoljuk, a vezetd az F = qv x B er6 miatt elmozdul. Amikor aram
folyik a vezet6ben, benne a toltések v sebességgel mozognak, és a magnes
magneses tere er6t fejt ki rajuk, amely félreloki a vezetot.

Mikor a vezetd balra 16kodik, azt varnank, hogy a magnes ugyanak-
kor jobbra taszitast ,érez”. (Ha nem igy lenne, akkor az egész kisérleti
berendezést egy mozgd kocsira tehetnénk fel, és lenne egy olyan reaktiv

2Ehhez csak egy megjegyzést kell hozzatenniink, tudniillik a cirkuldcié eldjelére vo-
natkoz6 megallapodast.
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rendszeriink, melyben nem marad meg az impulzus!) Bar a magnesre ha-

t6 erd tul kicsi ahhoz, hogy lathatéan elmozditsa azt, egy érzékenyebben

felfliggesztett magnes, példaul egy iranytii, kimutatja az elmozdulést.
Hogyan 16ki meg a vezet6 a magnest?

(a magnestél
szarmazo) A pozitiv

kapocshoz

F
(a vezetére
Anegativ N hato)
kapocshoz /]

D Magnesrud

53.6. abra. A mdagnesrud B
magneses teret kelt a vezetd-
nél. Ha a vezetében aram fo-
- lyik, a vezet6 az F = qv x B
er6 kovetkeztében elmozdul

A vezetében folyé dram létrehozza a sajat mégneses terét, mely erét
fejt ki a mégnesre. Az (53.9) egyenlet utols6 tagjdnak megfeleléen, az
aram altal keltett B-nek cirkuldcidja lesz — jelen esetben a B vonalai a
vezet6 koriili hurkok, mint azt az 53.7. &bra mutatja.

A pozitiv

Vezet6tdl szarmazo
B kapocshoz

D

A negativ
kapocshoz, F (a magnesre hato)

DU Magnesrad

= 53.7. dbra. A vezetd méagneses
tere er6t fejt ki a méagnesre

Az (53.9) egyenlet azt is kimondja, hogy a vezetén athaladé adott
aram B cirkulaciéja a vezet6t koriilvevd bdrmely gdrbe mentén azonos.
A vezet6tol tavolabb fekvé gorbéknek, mondjuk, koroknek, nagyobb a ke-
rilletiik, igy B érintGleges Osszetevéjének csokkennie kell. Latni fogjuk,
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hogy valéban — amint varhaté — az egyenes hossz vezeté koriill B a té-
volsaggal linedrisan csokken.

Mivel azt mondtuk, hogy a vezetoén atfolyé aram magneses teret kelt,
és ahol magneses tér van, ott er6 hat az aramot vive vezetdre, ezért azt
kell varnunk, hogy ha egy vezetd koriil &rammal magneses teret keltiink,
az erOhatast fejt ki egy aramot vivo masik vezetére. Ezt két felfiiggesztett
vezet6vel be is lehet mutatni (53.8. dbra). Ha az dramok azonos irdnyuak,
a két vezetd vonzza egymast, ha ellenkez6 iranytak, taszitjak egymast.

53.8. dbra. Két vezets, amely-
ben aram folyik, er6t gyakorol
egymasra

Roviden: az elektromos dramok éppigy, mint a magnesek, magneses
teret hoznak létre. De itt alljunk meg egy kicsit. Mi is hat a mégnes tulaj-
donképpen? Ha mozgd toltések magneses teret keltenek, nem lehetséges-e,
hogy egy vasdarab magneses tere valdjdban aramok kévetkezménye? Ugy
latszik, hogy ez igy is van. Kisérletiinkben a ridmégnest az 53.9. dbra
szerint helyettesithetjiik tekerccsel. Ha dram halad keresztiil a tekercsen,
valamint a felette levé egyenes vezetén, pontosan gy mozdul el, mint az
el6bb, amikor mégnest tettiink a tekercs helyére. Mas széval, a tekercs-
ben foly6 dram az sllandé mégnest utdnozza. Ugy tiinik, a vasdarab tgy
hat, mintha 6rokké keringé aram lenne benne. Valéban, a magnesek vi-
selkedését megérthetjiik, ha feltételezziik, hogy allandé aramok vannak
a vasatomokban. Az 53.7. dbran a méagnesre haté er6 az (53.1) egyenlet
masodik tagjanak tulajdonithaté.

Honnan szarmaznak ezek az aramok? Egyik lehetséges ok lenne az
elektronok mozgasa az atomi palyakon. A vasban azonban nem ez a hely-
zet, bar néhany mas anyagndl igy van. Ugyanis az atomban az elektron
a kormozgason kiviil a sajat tengelye koriil is forog (olyasmi ez, mint a
Fold tengely kortli forgésa), és ebbdl a forgasbdl szarmazik az az aram,
amely a vasban méagneses teret kelt. (Azt mondtuk, ,olyasmi, mint a Fold
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B
(a tekercstol

szarmazd) A pozitiv

kapocshoz

F
(a vezetére
haté

0

A negativ
kapocshoz

Tekercs

53.9. dbra. Az 53.6. abrén lat-
! Aram haté magnesrudat helyettesit-

a tekercsben hetjik egy tekerccsel, amely-
= ben aram folyik. A vezetére az
el6bbihez hasonlbéan erd hat

forgasa”, mert annyira sajatosan kvantummechanikai ez a jelenség, hogy
klasszikus fogalmakkal tulajdonképpen nem is igen lehet j6l lefrni.) A leg-
tobb anyagban egyik elektron igy porog, a masik amugy, ezért a magneses-
ség kioltodik, de a vasban — rejtélyes okbol, melyrdl késébb még beszéliink
— sok elektron porog azonos iranyu tengelyek koriil, s ez a magnesesség
forrasa.

Mivel a mégnesek tere dramokkal adédik, az (53.8) és (53.9) egyenle-
tekben nem kell kiilon taggal figyelembe venniink a magnesek jelenlétét.
Az dsszes dramot kell tekintetbe venniink, beleértve a porgd elektronok
koraramait is, és akkor a torvény igaz. Tovabba észre kell venniink, hogy
az (53.8) egyenlet kimondja: nincsenek magneses ,,t6ltések”, melyek meg-
felelnek az (53.6) egyenlet jobb oldaldn megjelend elektromos toltéseknek.
Nem is talaltak még ilyeneket.

Az (53.9) egyenlet jobb oldaldnak els6 tagjat Maxwell elméletileg fe-
dezte fel. Ez nagyon fontos felfedezés volt: a valtozd elektromos terek
mégneses hatasokat hoznak létre. Valdjaban e tag nélkiil az egyenlet-
nek nem lenne értelme, ugyanis enélkiil nem lehetnének dramok olyan
aramkorokben, melyek nem teljesen zartak. Ilyen aramok viszont léteznek,
mint a kovetkez6 példabdl is lathatjuk. Képzeljink el egy sikkondenzatort.
A toltéaram az 53.10 abra szerint folyjék egyik lemeztdl a mésik felé. Most
vegyiik kortil egy zart gorbével (C') az egyik vezetét, illessziink erre a gor-
bére egy olyan feliiletet, mely metszi a vezetot. Az dbrén ez az A; feliilet.

c s 2

va c*-tel) a vezetSben folyé aram adja (osztva eg-lal). De mi lesz, ha a
gorbére egy masik, tal alaku feliiletet illesztiink (Asg), mely a kondenzator
lemezei kozott halad at, de nem metszi a vezetét? Bizonyosra vehetd, hogy
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ezen a feliileten keresztiil nem folyik aram. De az is biztos, hogy pusztan
egy képzeletbeli feliilet helyzetének megvaltoztatdasa nem valtoztat meg
mint amennyi az elé6bb volt. Az (53.9) egyenlet jobb oldaldnak elsé tag-
ja valéban tgy kombinalédik a mésodik taggal, hogy a két feliiletre, Ay
lemezek kozotti E fluxusdanak valtozasi sebessége szabja meg. Végiilis E
megvaltozasa éppen olyan moédon fiigg Ossze az drammal, hogy az (53.9)
egyenlet kielégiiljon. Maxwell felismerte, hogy ez sziikségszerii, és 6 volt
az els6, aki a teljes egyenletet felirta.

Araﬂ>
)
53.10. 4bra. B-nek a C gbrbe menti cir-
kuléciéja meghatarozhaté vagy az Aix
B feltileten athaladé aram alapjan, vagy
E-nek az As feliiletre vonatkozé fluxus-
Afeliilet A, feliilet valtozdsaval

Az 53.6. Abrdn bemutatott elrendezéssel az elektromédgnesesség egy
mésik torvényét is szemléltethetjiik. A felfliggesztett vezetd végeit kap-
csoljuk le a teleprol, és kapcsoljunk be egy galvanométert, amely jelzi, ha
a vezetOben aram folyik. Ha a magnes méagneses terében oldalra kimoz-
ditjuk a vezetot, a galvanométeren aramot figyelhetiink meg. Ez a hatés
ismét az (53.1) egyenletnek egy masik kovetkezménye: a vezetSben levé
elektronokra F = qv x B er6 hat. Az elektronoknak oldalirdnyu sebessé-
giik van, mivel egyiitt mozognak a vezetével. Ez a v a magnes fliggbleges
iranyu B terével egyiitt azt eredményezi, hogy az elektronokra haté eré a
vezetd iranyaba mutat, és elinditja az elektronokat a galvanométer felé.

Tegyiik fel most, hogy nem nyulunk a vezet6hoéz, hanem a mégnest
mozgatjuk. A relativitds alapjan semmi eltérést nem varhatunk — és va-
l6ban, most is aramot figyelhetiink meg a galvanométerben. Hogyan fejt
ki erét a magneses tér a nyugvé toltésekre? Az (53.1) egyenlet szerint
elektromos térnek kell megjelennie. Mozgd mégnesnek elektromos teret
kell létrehoznia. Hogy ez pontosan hogyan torténik, azt az (53.7) egyen-
let irja le. Ennek az egyenletnek nagy gyakorlati jelentésége van, mert
azokat a folyamatokat irja le, amelyek az elektromos generatorokban és
transzformatorokban jatszédnak le.
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Egyenleteink legfigyelemreméltobb kévetkezménye, hogy az (53.7) és
(53.9) egyenlet egybevetésével megmagyarazhat6 az elektromagneses ha-
tasok nagy tavolsagokra valé kisugarzdsa. A magyardzat nagy vonalakban
a kovetkezo: tegylik fel, hogy van valahol egy magneses teriink, amely
novekszik, mert, mondjuk, hirtelen aramot kapcsolunk be egy vezetobe.
Ekkor az (53.7) egyenlet szerint cirkulaciéval rendelkezé elektromos tér
keletkezik. Amikor az elektromos tér felépiil és létrehozza cirkulacidjat,
akkor az (53.9) egyenletnek megfeleléen magneses cirkulacié 1ép fel. De
ennek a magneses térnek a felépiilése az elektromos tér 4j cirkuldciéjat
hozza létre és igy tovabb. Igy haladnak a térben az elektromédgneses te-
rek anélkiil, hogy ehhez to6ltésekre vagy aramokra lenne sziikségiik, kivéve
a forrasuknal. Vajon latnank-e egymast, ha ez nem igy volna? Ez mind
benne van az elektromdagneses tér egyenleteiben!

53.5. Mi is a ,,tér”?

Néhany szbéban megprébaljuk Osszefoglalni, hogyan vélekediink mi errol
a kérdésrol. Az Olvasé nyilvan igy latja: ,Mindezek a fluxusos és cir-
kulaciés tigyek tulontul elvontak. Ott vannak az elektromos terek a tér
minden pontjiban, és aztan itt vannak ezek a ,térvények”. De mi is a
valésdg? Miért nem magyardzhatunk meg mindent olyasvalamivel, ami
kozvetleniil a toltések kozott jatszodik le?” Nos, ez jorészt sajat elbitéle-
teinken mulik. Sok fizikus azt vallja, hogy direkt hatés, azaz, hogy semmi
se legyen kozben, elképzelhetetlen. (Hogy taldlhatnak valamit elképzelhe-
tetlennek, amit mar elképzeltek?) Azt mondogatjak: ,Léssuk be, hogy az
egyetlen erd, amit ismeriink, egy anyagdarab direkt hatdsa egy masikra.
Lehetetlen, hogy egy er6t ne kézvetitsen semmi.” De mit is tapasztalunk
valéjaban, amikor anyagdarabok ,direkt hatdsat” tanulményozzuk? Esz-
revessziik, hogy a két anyagdarab nem kozvetleniil illeszkedik egyméashoz,
hanem kis hézag van kozottiik, és ott mikroszkopikus 1éptékben elektro-
mos er0k hatnak. Oda jutottunk, hogy az ugynevezett direkt kontakt ha-
tast akarjuk megmagyardzni az elektromos erékép alapjan. Nyilvan nincs
értelme ragaszkodni ahhoz, hogy az elektromos erének ugyanolyannak kell
lennie, mint a régi, megszokott, izmokkal végzett taszitasnak és htizasnak,
kiilonosen, ha kideriil, hogy ezeket a taszitasokat és hiizasokat elektromos
er6kként kell értelmezni! Az egyetlen értelmes kérdés tehéat ez lenne: Me-
lyik a legkényelmesebb Ut az elektromos hatasok vizsgalatdra. Vannak,
akik a toOltések tavolhatasaval magyardzzak ezeket a hatasokat, és egy
bonyolult térvényt alkalmaznak. Méasok inkabb az er6vonalakat szeretik,
mindig csak er6vonalakat rajzolnak, és ugy érzik, hogy E-t és B-t irni tul-
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sagosan elvont. Az erdvonalak azonban csak nyers képet adnak a térrdl,
és pontos kvantitativ torvényeket megadni az er6vonalak segitségével igen
nehéz lenne. Ezenkiviil az erGvonalas elképzelés nem tartalmazza az elekt-
rodinamika legmélyrehatébb elvét, a szuperpozicié elvét. Még ha tudjuk
is, hogyan néznek ki az erdvonalak egyik toltésrendszerre és hogyan a
masikra, fogalmunk sincs réla, milyen lenne az erévonalkép, ha mindkét
rendszer egyszerre lenne jelen. Mésrészt matematikai szempontbdl a szu-
perpozicié egyszerii — csak Ossze kell adnunk két vektort. Az erévonalak
annyibdl elénytsek, hogy szemléletes képet nydjtanak, de van hatranyuk
is. A direkt kolecsonhatés elve nagyon elényos, ha az elektromos toltések
nyugalomban vannak, de stilyos hatranyai is megmutatkoznak, ha gyorsan
mozgd toltéseket vizsgalunk.

Legjobb a tér absztrakt fogalméat haszndlni. Az elvontsidg sajnalatos,
de sziikségszerii. A fizikusok szamtalanszor megprobaltak mér az elektro-
mos teret ugy abrazolni, mint fogaskerekek mozgasat, vagy leirni az ero6-
vonalakat, vagy valamiféle anyag fesziiltségeiként kezelni, s minderre t6bb
idot és energiat forditottak, mint amennyi ahhoz kellett volna, hogy egy-
szerlien megkapjak a helyes vilaszokat az elektrodinamika problémadira.
Erdekes, hogy a fény kristalyokbeli viselkedését helyesen leiré egyenlete-
ket MacCullagh mar 1839-ben kidolgozta, &m azt mondtak neki: ,Igaz,
de ha egyszer nincs olyan 1étez6 anyag, melynek mechanikai tulajdonsagai
ki tudnak esetleg elégiteni ezeket az egyenleteket, és mivel a fény rezgés,
aminek wvalamiben rezegnie kell, nem hihetiink ennek az egész absztrakt
egyenletiigynek.” Ha a tudods kortarsak elfogulatlanabbak lettek volna, jo-
val hamarabb eljuthattak volna a fény viselkedését leir6 egyenletekhez.

A maégneses térrel kapcsolatban a kovetkezéképp érvelhetiink: Tegyiik
fel, hogy valakinek sikeriilt végiil is felépitenie egy séméat a magneses tér-
rél, vonalak vagy a térben forgd fogaskerekek segitségével. Ezutan prébal-
ja csak megmagyarazni, mi torténik akkor, ha két azonos sebességii toltés
egymassal parhuzamosan mozog a térben. Mivel mozognak, tgy viselked-
nek, mint két dram, és magneses teriik is lesz (mint az 53.8. dbra veze-
t6iben folyé dramnak). Egy megfigyel6 azonban, aki egyiitt mozog a két
toltéssel, mindkettét allénak latné, és azt mondana, hogy nincs magneses
tér. A ,fogaskerekek” vagy ,vonalak” eltlinnek, ha a megfigyel6 egyiitt
Lutazik” a toltésekkel! Mindossze annyit értiink el, hogy egy j problémét
talaltunk ki. Hogyan tlinhetnek el a fogaskerekek?! Aki erévonalakkal ab-
razol, hasonlé nehézségekkel talalkozik. Nemcsak azt nem tudja megalla-
pitani, hogy az erévonalak egyiitt mozognak-e a toltésekkel vagy sem, de
a vonalak teljesen el is tiinhetnek bizonyos koordindta-rendszerekben.
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Nos, mi azt mondjuk, hogy a mégnesesség valéjaban relativisztikus
effektus. Az emlitett parhuzamosan mozgd két toltés esetében azt var-
juk, hogy mozgasukban v?/c? nagysagrendii relativisztikus korrekcidkat
kell alkalmazni. Ezeket a korrekcidkat kell megfeleltetni a magneses erok-
nek. De mi a helyzet a kisérletiinkben szerepld két vezetd (53.8. dbra)
kozott hatd erdvel? Itt a magneses eré az egyetlen erd, és egyaltalaban
nem ugy fest, mint valami ,relativisztikus korrekci6”. Ha megbecsiiljiik
az elektronok sebességét a vezetékben (ezt az Olvasé maga is megtehe-
ti), azt taldljuk, hogy az &dtlagos sebesség koriilbeliil 0,01 cm/s. Tehét
v?/c? 2 10725, Bizonyara elhanyagolhat6 , korrekcié”. No de mégsem! J6l-
lehet, a méagneses erd, jelen esetben, 1072°-6d része a mozgd elektronok
kozott hatd ,,kozonséges” elektromos erének, ne feledjiik, hogy a ,,k6zon-
séges” elektromos erck eltiinnek a majdnem tokéletes kiegyenstulyozottsag
folytan — hiszen a vezet6ben ugyanannyi proton van, mint ahany elektron.
Az egyenstly sokkal tokéletesebb, mint 1 : 10%°, és a kis relativisztikus
tag, amelyet magneses erének neveziink, az egyetlen, ami megmaradt. Ez
lesz az uralkodo tag.

Az elektromos hatasoknak ez a szinte tokéletes kiegyenlitettsége tette
lehetévé a relativisztikus effektusok (azaz a mégnesesség) tanulmanyoza-
sét és a (v?/c® nagysagrendig) helyes egyenletek felfedezését, jéllehet a
fizikusok akkor nem is tudtdk, valojdban mire bukkantak ra. Ezért volt
az, hogy amikor a relativitast felfedezték, az elektromagnesesség torvé-
nyeit nem kellett megvéltoztatni, mert — a mechanikaval ellentétben —
mér v?/c? pontossigig helyesek voltak.

53.6. Elektromagnesesség a tudomanyban és a technikaban

E fejezet végen még ra szeretnénk mutatni arra, hogy a gorogok dltal ta-
nulményozott tomérdek jelenség koziil kettd kiilonds figyelmet érdemel:
ha megdorzsoltek egy darab borostyant, fel lehetett vele emelni kis papi-
ruszdarabokat, és volt egy — Magnészia kornyékérdl szarmazd — kiillonos
k6, mely vonzotta a vasat. Furcsa, hogy a gérogok csak ezt a két jelenséget
ismerték mint az elektromossig és magnesesség megnyilvanuldsat. Ennek
oka elsOsorban a toltéseknek mar korabban emlitett, hihetetleniil tokéletes
egyensiilya. Azok a tuddsok, akik a gorogok utan kévetkeztek, sorra Gjabb
és ujabb jelenségeket fedeztek fel, amelyek val6jaban mind ugyancsak a
borostyanko-, illetve magneskohatés kiillonb6z6 megnyilvanulasai voltak.
Ma mar rajottink, hogy a kémiai kotéseket, s6t végsé soron magat az éle-
tet is az elektromagnesesség fogalmait figyelembe véve kell megérteniink.
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Mikdozben az elektromégnesesség értelmezésében fokozatosan eléreha-
ladt a tudomény, az emberek minden korabbi elképzelését felillmuléd tech-
nikai lehetOségek tarultak fel: lehetségessé valt nagy tavolsagokra tavirdval
jelzéseket adni, masik személlyel kozvetlen Osszekottetés nélkiil beszélget-
ni, ériasi eromiiveket miikodtetni stb., stb. Egy nagy vizikerék, melyet
szaz mérfoldeken at tavvezetékek kotnek Gssze egy masik géppel, mely a
fékeréknek megfelel6en forog; a sok ezer szertedgazo vezetd, tizezernyi mo-
tor tizezer helyen, melyek ipari és haztartdsi gépeket hajtanak — mindez
mozog és miikodik, mert ismerjiik az elektromagnesesség torvényeit.

Manapsag még finomabb hatasokat is alkalmazunk a gyakorlatban. Az
elektromos erdk, barmily hatalmasak is, nagyon nagy pontossaggal ellen-
Orizhetdk, és nagyon sokféleképpen hasznalhatjuk fel 6ket. Olyan finomak
a késziilékeink, hogy tobb szaz kilométernyi tavolsaghdl is meg tudjuk
mondani, mit csinal valaki. Ezt annak a hatdsnak a segitségével tudjuk
megtenni, amit az elektromagneses tér egy vékony fémrud elektronjaira
gyakorol. Mindéssze annyit kell tenniink, hogy ezt a rudat egy televizids
vevo antennajaként hasznéljuk.

Téavolabbi perspektivaban, mondjuk, tizezer évvel késébbrdl tekintve
az emberiség torténelmét, nem kétséges, a 19. szazad legjelentGsebb ese-
ményének azt fogjak tartani, hogy Maxwell felfedezte az elektrodinamika
torvényeit. Az amerikai polgarhabora pedig jelentéktelen helyi eseménnyé
szirkiill ugyanazon évtized ezen fontos tudomanyos eseménye mellett.



b4. fejezet

Vektorterek differencialszamitasa

54.1. Megérteni a fizikat. ..

A fizikusnak hozza kell szoknia ahhoz, hogy egy-egy problémét vagy fel-
adatot tobb szempontbdl is vizsgaljon. A valésagos fizikai problémak pon-
tos analizise dltalaban nagyon bonyolult, és barmely adott fizikai helyzet
tul bonyolult ahhoz, hogy koézvetleniil egy differencidlegyenlet megoldé-
sa utjan elemezni lehessen. Mégis, fogalmat alkothatunk magunknak egy
rendszer viselkedésérdl, ha van valami elOzetes sejtésiink, hogy kiilonbo-
z6 koriilmények kozott milyen jelleglick a megoldéasok. Ilyen célra igen
hasznos fogalmak: az er6vonalkép, a kapacitas, az ellenallas, az indukcié.
Ezek elemzésére tobb idot szenteliink, igy azutan kialakul egy bizonyos
érzékiink, hogy elére meg tudjuk mondani, mi a teend6 a kiillénb6zo elekt-
romagneses feladatokkal. Masrészt azonban azt is tudnunk kell, hogy sem
az erovonalak, sem egyéb heurisztikus modellek nem tokéletesek és nem
adnak pontos képet. A torvényeket pontosan megfogalmazni csak egyféle-
képpen, mégpedig a differencidlegyenletekkel lehet. Ezeknek megvan az az
elonyiik, hogy alapvetdek és — amennyire tudjuk — pontosak. Ha egyszer
megtanultuk a differencidlegyenleteket, kés6bb mindig vissza-visszatériink
hozzajuk. Semmit sem szabad elfelejtentink bel6liik.

Id6be telik, mig megtanuljuk, hogyan kell felismerniink azt, hogy a kii-
16nb6z6 koriilmények kozott minek is kell torténnie. Meg is kell oldanunk
az egyenleteket. S valahdnyszor megoldjuk az egyenleteket, mindig megta-
nulunk valamit a megoldasok természetérdl. A megolddsok emlékezetben
tartdsdhoz is hasznos, ha ezeket az er6vonalkép vagy egyéb elképzelések
alapjan tanulmanyozzuk. Igy lehet valéban megérteni az egyenleteket. Ez
a kiilonbség a matematika és a fizika koézott. A matematikusok vagy a na-
gyon matematikus gondolkodédsi emberek gyakran tévitra térnek a fizika
tanulmanyozasa kozben, mert elvesztik szem el6l magat a fizikat. Azt
mondjék: ,Ime, ezek a differencidlegyenletek — a Maxwell-egyenletek —,
ez az elektrodinamika lényege, hiszen a fizikusok elismerik, hogy minden
benne foglaltatik ezekben az egyenletekben. Meglehetésen bonyolultak,
de mégiscsak matematikai egyenletek, s ha matematikailag tovirél hegyi-
re értem Oket, akkor a fizikat is tovirdl hegyire értem.” Csakhogy ez igy
nem vezet célra. .. Az ilyen bedllitottsdgi matematikusok — és sokan van-
nak ilyenek — altaldban nemigen jarulnak hozza a fizika fejlédéséhez, de
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tulajdonképpen a matematikdéhoz sem. Kudarcot vallanak, mert a vald-
di vilag konkrét fizikai helyzetei olyan bonyolultak, hogy az egyenletek
sokoldalt, sokkal mélyebb, atfogébb megértése elkeriilhetetlen.

Mit jelent igazabdl megérteni egy egyenletet, azaz mélyebben, mint
szigortian matematikai értelemben? Ezt Dirac fogalmazta meg: ,Ertem,
hogy mit jelent egy egyenlet, ha a megoldasat nagy vonalakban fel tudom
vazolni anélkiil is, hogy valoban megoldanam.” Tehét, ha fel tudjuk is-
merni, hogy minek kell bekévetkeznie adott koriillmények kozott, anélkiil,
hogy megoldanank az egyenleteket, akkor az adott koriilményekre alkal-
mazva ,értjik” az egyenleteket. A fizikai gondolkodas egyaltaldn nem ma-
tematikai jellegli, nem szabatos, nem pontos, de egy fizikusnak feltétleniil
sziikséges.

A fizikai el6adéds-sorozatok, mint ez a konyv is, a fizikai fogalmakat
fokozatosan épitik fel, rendszerint egyszerli helyzetekbdl indulnak ki, és
egyre bonyolultabbak felé haladnak. Ez megkivanja, hogy fejezetrdl feje-
zetre elfelejtsiik az elézbleg tanultaknak egy részét — ami igaz volt bizonyos
adott helyzetre nézve, de nem igaz altalaban. Példaul az a térvény, hogy
az elektromos erd a tavolsag négyzetétdl fiigg, nem mindig igaz.

Mi elényben részesitjik a forditott megkozelitést: elébb targyalni a tel-
jes torvényeket és azutan, visszafelé 1épve, alkalmazzuk ezeket az egyszerii
esetekre, és menet kozben kialakitjuk a fizikai fogalmakat. Igy jarunk el
most is.

Megkozelitési médszeriink homlokegyenest ellentétes a hagyoményos
targyalasmoddal, amely a targyat az informacidkat nyujtd kisérletekre
alapozva fejti ki. De a fizikat az elmult 200 év soran jénéhdny zsenid-
lis tudés fejlesztette tovabb, és tgysem foglalkozhatunk mindazzal, amit
csinaltak, mivel korldtozott az idonk az ismeretek megszerzésére.

Sajnos, tobbé-kevésbé kimaradt a kisérleti fizika torténeti fejlédésének
ismertetése. Remélhet6leg néhany hidnyossagot a szeminariumok pétolni
fognak. Az Olvasé az Encyclopedia Britannica olvasasaval is kitéltheti
ismereteinek hézagait, kivald cikkeket taldl benne az elektromossig és a
fizika egyéb teriileteinek torténetérél. Sok mas olyan kézikonyv is fellelhet6
az elektromagnesességrol, amelyekben szintén megtalalhatok a fontosabb
torténeti adatok.

54.2. Skalar- és vektorterek — T és h

Az elektromagnesesség absztrakt, matematikai szemszogbdl vald targya-
laséval kezdjiik, s végs6 célunk az, hogy az 53. fejezetben megadott tor-
vények jelentését kifejtsiitk. De ahhoz, hogy ezt megtehessiik, elobb meg
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kell magyaraznunk azt az 4j és kiilonos jelolést, amelyet itt hasznalni aka-
runk. Feledkezziink el egy idére az elektromagnesességrol, és beszéljiink
a vektorterek matematikdjar6l. Ez nagyon fontos, nemcsak az elektro-
magnesesség, hanem mindenfajta mas fizikai folyamat leirdasanal is. Mint
ahogy a kozonséges differencial- és integralszamitas fontos a fizika minden
agaban, ugyanugy nagyon fontos a vektoranalizis is.

Alabb felsorolunk néhany fogalmat, illetve tételt a vektoralgebrabdl.
Foltessziik, hogy az Olvasé mar jorészt ismeri ezeket:

AB = skalér = A, B, + A,B, + A.B. (54.1)

A x B = vektor (54.2)
(AxB),=A,B,— A,B,
(A xB), = A,B. — A.B,
(AxB),=A.B; — A.B.

AxA=0 (54.3)
A(AxB)=0 (54.4)
A(B x C) = (A xB)C (54.5)

A x (B x C) = B(AC) — C(AB) (54.6)

Tovabba sziikségiink lesz a differencidlszamitasbol is a kovetkezd két
egyenlGségre:

of of of

Af(z,y,2z) = %Al‘ + a—yAy + gAz, (54.7)
0% f 0% f
0xdy  Oyox’ (54.8)

(54.7) természetesen csak a Az, Ay és Az — 0 hataratmenetnél igaz.

A lehet6 legegyszeriibb fizikai tér a skalartér. Emlékeztetniink kell 14,
hogy téren olyan mennyiséget értiink, amelynek értéke a haromdimenziés
térbeli helyzettol fiigg.

Skaldrtéren egyszeriien olyan teret értiink, amelyet minden pontban
egyetlen szam, egy skalar jellemez. Természetesen ez a szam az idOben
valtozhat, de e pillanatban nem kell ezzel térédniink. Arrél fogunk be-
szélni, hogy milyen a tér egy adott pillanatban. Példaként a skalartérre,
tekintsiink egy testet, amelyet egyes helyeken melegitiink, méas helyeken
hiitiink, dgyhogy a test hémérséklete pontrél pontra, bonyolult médon
valtozik. Igy a hémérséklet a haromdimenziés térbeli hely: z, y és z fiiggvé-
nye lesz, a helykoordinatdkat derékszogli koordinata-rendszerben mérjiik.
A hémérséklet skalartér.
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54.1. dbra. A T hdémérséklet példa
a skaldrtérre. Minden egyes (z,v,z2)
ponthoz hozzd van rendelve egy
T(z,y,z) szdm. A T = 20°C-kal jelolt
felilleten (amelyet a z =0 sikban
egy gorbe 4brdzol) minden pontban
azonos a hémérséklet. A nyilak a
h hdéaramvektort &abrazoljak néhany
0 ~ pontban

A skalarteret ,szintvonalakkal” abrézolva is elképzelhetjiik; ezek olyan
képzeletbeli feliiletek, amelyek athaladnak az Gsszes ponton, ahol a tér
ugyanakkora értéket vesz fel, éppugy, ahogyan a szintvonalak a térké-
pen 6sszekotik az azonos magassdgu helyeket. Homérsékleti tér esetében
a szintvonalakat izotermadlis feliileteknek vagy izotermdknak nevezzilk. Az
54.1. abra hémérsékleti teret abrazol és T-nek x-t6l és y-tol vald fiiggését
mutatja, ha z = 0. Néhany izotermat felrajzoltunk az abrara.

Van vektortér is. A fogalom nagyon egyszerii. Adott egy vektor a tér
minden egyes pontjaban. A vektor pontrél pontra valtozik. Tekintsiink
példaul egy forgd testet. A test anyagdnak sebessége minden pontban egy
vektor, amely a hely fiiggvénye (54.2. dbra). Mésik példaként tekintsiink

/ i
Forgasirany 54.2. dbra. Atomok sebességei egy forgo testben:

példa a vektortérre

egy kiterjedt testben végbemeno héaramlast. Ha a testben a hémérséklet
egyik helyen magas, a masik helyen alacsony, a melegebb helyekrol ho
aramlik a hidegebb helyek felé. A test kiilonb6z6 helyein a ho6 kiilonb6z6
iranyban aramlik.

A héiram irdnyitott mennyiség, amit h-nak neveziink. Nagysiga az
atdramlé hémennyiséget mutatja. Az 54.1. dbran a héaramvektorokat is
berajzoltuk.
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Adjunk egy kicsit pontosabb meghatarozast a h-ra. A vektor hossza
barmely pontban egyenl6 az aramlas iranyara meroleges, infinitezimalis fe-
lilletelemen athalado, egységnyi idére és egységnyi teriiletre esé hémennyi-
séggel. A vektor az dramlas irdnydba mutat (54.3. abra). Képletben: ha
AJ az a héenergia, amely egységnyi id6 alatt athalad a A A feliiletelemen,
akkor

AJ

h = Heé, (549)

ahol e; az aramlas irdnyaba mutato egységuektor.

y

_//
D AA
T, 54.3. &bra. A h6aram-vektortér.
T Héaram A h vektor az 4ram irdnydba mu-
< tat. ”Nagysag%: az aram, 1rar?y§r%
meréleges felilleten egységnyi ido

alatt dthaladé energia osztva a fe-
liletelem teriiletével

A h vektort masképpen is meghatarozhatjuk, tudniillik a komponen-
seivel. A kérdést gy tessziik fel, hogy mennyi héenergia dramlik at egy
kis felilleten, amely tetszdleges szoget zar be a héaramlds iranyaval. Az
54.4. abran egy kis A Ay feliiletet rajzoltunk fel, amely szoget zar be az
aramlasra mer6leges AA; feliilettel. Az n egységuektor merdleges a AAq

54.4. dbra. A AAs-n dthaladé hédram
egyenl6 a AAj-en athaladéval

feliiletre. Az n és h k6zotti 9 sz6g megegyezik a feliiletek kozotti szoggel
(mivel h meréleges AAj-re). Mennyi héenergia aramlik at a AAy egység-
nyi feliletén? AAs-n ugyanannyi aramlik at, mint AAj-en, csak a feliile-
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tek nagysaga kiilonbo6z6. Valoban: AA; = AAscost. A AAs-n 4t haladd
héaramra

A AJ

AAy — AA;
Ezt az egyenléséget a kovetkezoképp értelmezziik: az n normadlis egység-
vektoru, tetszdleges feliileten dthaladd, egységnyi idére és feliiletre es6 ho-
aramot a h-n szorzat adja meg. Vagy masként gy is mondhatjuk, hogy a
héaramnak a AAs feliiletelemre meréleges komponense: hn. Ha tgy tet-
szik, azt is mondhatjuk, hogy ezek az allitasok definidljak h-t. Ugyanezt
az elképzelést mas vektorterekre is alkalmazni fogjuk.

cosv =h-n. (54.10)

54.3. Terek derivaltjai — a gradiens

Ha a terek idében valtoznak, leirhatjuk a valtozdsukat Ugy is, hogy meg-
adjuk a t szerinti derivaltjaikat. A hely szerinti valtozasukat hasonlé mo-
don szeretnénk leirni, mivel benniinket az érdekel, hogy milyen kapcsolat
van, mondjuk, az egyik hely hémérséklete és a kozeli helyek homérséklete
kozott. Hogyan kell meghataroznunk a hémérsékletnek a hely szerinti de-
rivaltjat? Hogyan kell derivalnunk a homérsékletet: = szerint? y szerint?
Vagy z szerint?

A gyakorlatilag hasznos fizikai torvények nem fiiggnek a koordinata-
rendszer allasatél. Ezért olyan alakban kell 6ket felirni, amelyben vagy
mindkét oldal skalar, vagy mindkét oldal vektor. Egy skalartérnek mik
a derivaltjai, példdul mi a 9T /0x? Skalar, vagy vektor, vagy micsoda?
Sem nem skaldr, sem nem vektor, mint azt konnyen kitaldlhatjak, mert
ha masik z tengelyt valasztunk, 9T /Ox bizonyosan mas lesz. De figyeljiik
csak meg, harom lehetséges derivaltunk van: 07/0z, 0T /0y és OT/0z.
Minthogy haromféle derivaltunk van, és tudjuk, harom szam kell ahhoz,
hogy egy vektort csindljunk, taldn ez a harom derivalt alkothatja egy
vektor harom komponensét:

((Z—Z, gz, g—f) Z vektor (54.11)

Természetesen, altalaban nem igaz, hogy barmely harom szam vek-
tort alkot. Ez csak akkor igaz, ha a koordinata-rendszer elforgatasakor
a vektor komponensei egymas kozott a megfelel6 moédon transzformaldd-
nak. Mutassuk meg, hogy (54.11) valéban vektor; a derivaltak ugyanis
valoban a megfelel6 médon transzformalédnak, ha a koordinata-rendszert
elforgatjuk.

Toébb médon is belathatjuk ezt. Az egyik méd a kiévetkezd: Felte-
sziink egy kérdést, amelyre a valasz fliggetlen a koordinata-rendszertol,
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és megprébéljuk a valaszt ,invaridans forméban” megfogalmazni. Példa-
ul, ha S = AB, ahol A és B vektorok, tudjuk — mivel a 11. fejezetben
bebizonyitottuk —, hogy S skalar. Tudjuk, hogy S skalar, anélkiil, hogy
megnéznénk, valtozik-e a koordinata-rendszer megvaltozasaval. Nem vdl-
tozhat, mivel két vektor skalaris szorzata. Hasonloképpen, ha van harom
szamunk, (By, By és Bsg), és barmely A vektorra az

AzBl + AyBQ + A2B3 =9 (5412)
Osszeg barmely koordinata-rendszerben ugyanaz, akkor By, By és Bs sziik-
ségképpen valamely B vektor harom komponense.

Gondoljunk most egy hémérséklettérre. Vegyiik fel ebben a térben
a P; és P, pontot gy, hogy a kozottiik levé AR helyvektor hossza, a
tavolsdguk nagyon kicsiny legyen. Ha a P; pontban a hoémérséklet 17,
a P, pontban pedig 75, akkor a két pont kozotti hémérséklet-kiilonbség
AT = Ty — Ty. Ezekben a valésigos, fizikai pontokban a hémérsékletér-
tékek bizonyosan nem fiiggnek attél, hogy milyen tengelyeket vélasztunk
a koordinatdk mérésére. Vagyis, AT a koordindta-rendszertdl fliggetlen
szam: skalar.

Ha valamilyen alkalmas koordindta-rendszert valasztunk, irhatjuk: 77 =
T(x,y,2) és To = T(x + Az,y + Ay, z + Az), ahol Az, Ay és Az a AR
vektor komponensei (54.5. dbra). Visszaemlékezve az (54.7) egyenletre,

y
A
> by
NI
Y
» Az
X
Ax
AZ/"::::____> 54.5. dbra. A AR vektor, amelynek a
5 d T~ komponensei Az, Ay és Az
felirhatjuk:
oT oT oT
AT = —Ax+ —Ay+ —Az. 54.13
Oz oy Y 0z ( )

Az (54.13) egyenlet bal oldala skalér. A jobb oldal hdrom szorzat Gsszege,
amelyekben Az, Ay és Az egy vektor komponensei. Kévetkezésképpen
oT oT oT
ox’ Oy’ 0z
szintén egy vektor harom komponense. Ezt az 4j vektort a V1 szimbo6lum-
mal jeloljiik. A V szimbélumrél (nabldnak hivjak), amely egy feje tetejére
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allitott A, foltessziik, hogy emlékeztet benniinket a derivalasra. A VT-t
kiilénb6z6 moédon szokas olvasni: ,nabla T vagy ,,gradiens T"7;
oT oT oT
AT =VT = —,=, =—).
gra (81‘ y 8,2)
Ezt a jelolést hasznélva, az (54.13) egyenletet tomorebb alakban is
frhatjuk:!

AT = VTAR. (54.15)

Szdval ez az egyenléség kimondja: két kozeli pont kozotti hémérséklet-
kiilonbség egyenld T gradiensének és a tavolsdgvektornak a szorzatival.
Az (54.15) egyenl6ség alakilag is vildgosan szemlélteti bizonyitasunkat,
ami szerint VT valéban vektor.

Talan mindez még nem gy6zte meg teljesen az Olvasét? Bizonyit-
sunk most egy mas moédon is. (Bar, ha alaposabban szemiigyre veszi,
lathatja majd, hogy ez val6jaban ugyanaz a bizonyitas, kissé hosszabb
lére eresztve!l) Meg fogjuk mutatni, hogy VT komponensei ugyanolyan
moédon transzformélédnak, mint R komponensei. Ha pedig igy van, ak-
kor VT valoban vektor, a 11. fejezetben adott eredeti definicionk szerint.
Vélasszunk 1j koordindta-rendszert: 2.y, 2/, és hatdrozzuk meg ebben a
koordindta-rendszerben a 0T /0x'; 0T /0y’; 9T /02" derivaltakat. Egy ki-
csit egyszeriibbé tehetjiik a dolgot, ha feltételezziik hogy z = 2/, s igy meg
is feledkezhetiink a z koordinatarél. (Az éltalanos esetet az Olvasé maga
is ellendrizheti.)

A valasztott x’, 1y’ koordindta-rendszer 19 szoggel van elforgatva az x,y
rendszerhez képest (54.6a abra). Egy (x,y) pont koordindtdi a vessz8s
rendszerben:

(54.14)

2’ = xcost + ysind (54.16)

y = —xsind + ycos ¥, (54.17)
vagy pedig x-re és y-ra megoldva:

x =2’ cosd — 3 sindd (54.18)

y =2’ sind + ¢ cos V. (54.19)

Ha barmely szampéar ugyanigy transzformalédik ezek szerint az egyen-
letek szerint, mint z és y, akkor a két szam vektort alkot.

! Jelolésiinkben az (a,b,c) kifejezés olyan vektort jelent, amelynek harom kompo-
nense a,b és c. Ha szeretjuk haszndlni az i, j és k egységvektorokat, akkor (54.14) a
kovetkez6 alakban irhaté:

0T .0T oT

T=i— — +k—.
v 16x+‘]8y+ 0z
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Yy s y
y (@ Y (b)
[T P; Ax P,

A--"x ,

y
y Y x

0

x X

54.6. dbra. (a) Transzforméacié elforgatott koordinata-rendszerbe. (b) Az z-tengellyel
parhuzamos AR intervallum specidlis esete

Most vizsgaljuk meg a két, egyméshoz kozel fekvo Py és Py pont kozotti
hémérséklet-kiilonbséget (54.6b dbra). Ha x-szel és y-nal szdmolunk, akkor

AT = %M’ (54.20)
mivel Ay = 0.

Mi lenne a vesszOs rendszerben végzett szamitas eredménye? Itt azt
irhatnank:

AT = %Aw' + g;Ay’. (54.21)
Az 54.6b abrabdl kitlinik, hogy

Az’ = Az cosV (54.22)
és

Ay = —Azsind, (54.23)

mert Ay’ negativ, ha Az pozitiv. Ezeket behelyettesitve az (54.21) egyen-
letbe, azt kapjuk, hogy

or or )
AT = %AQT cosv — @Aﬂ? sind = (5424)
or or .
= (81‘1 cosV — 87?/ S1n 19) Azx. (5425)
Osszehasonlitva az (54.25) és (54.20) egyenletet, latjuk, hogy

or orT or
=== — 2= sinv. 4.2
5 D7 cos ¥ oy sin ¢ (54.26)

Ez az egyenlet az mondja, hogy 0T /Ox-et ugyanigy kapjuk 97'/0z'-bél és
9T /dy’-b6l, mint ahogyan z-et kapjuk o’ és y'-bél. Tehat 9T /x egy vek-
tor x irdnyt komponense. Hasonl6 okoskodassal megmutathatnank, hogy
0T /0y és 0T /0z az y és a z irdnyt komponensek. VT tehat hatarozottan
vektor; mégpedig a T skalartérbol szarmaztatott vektor.
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54.4. A V operator

Most pedig olyasvalamit miiveliink, ami nagyon szérakoztatd és szellemes,
és jellegzetesen azok kozé a dolgok kozé tartozik, amelyek a matemati-
kat széppé teszik. Annak a bizonyitdsa, hogy gradT vagy VT vektor,
nem fiiggdtt attdl, hogy milyen skalarteret differencidltunk, mert ha 7T-t
barmilyen skalartérrel helyettesitenénk, az 6sszes bizonyitasok ugyanazok
maradndanak. Ugyanis a transzformacios egyenletek sem valtoznak, bar-
mit is differencidlunk; ezért akéar el is hagyhatnank a T-t, és (54.26)-ot
operatoregyenlettel helyettesithetnénk:

Ei: = 8(2:’ cos v — aay’ sin 9. (54.27)

Ahogyan Jeans mondta, az operatort ,differencidlasra éhesen hagyjuk”.
Mivel a differencialoperatorok tgy transzformalédnak, mint egy vek-

tor komponensei, hivhatjuk 6ket egy wvektoroperdtor komponenseinek is.

Irhatjuk:

o 0 0
V= <8az’8y’8z> , (54.28)
ami természetesen azt jelenti, hogy
v, 2 v,=2 v.o 2 (54.29)
Yo Y oyt 7 02 )

Vagyis elvonatkoztattuk a gradienst a T-t6l — ez hat a csodélatos 6tlet!

Persze, nem szabad szem eldl téveszteniink, hogy V operator. Magaban
semmit sem jelent. Ha pedig V magédban semmit sem jelent, mit jelent
az, ha megszorozzuk elolrdl egy skalarral, mondjuk, T-vel? Ekkor a TV
szorzatot kapjuk? (Egy vektort mindig meg lehet szorozni egy skalarral.)
Ez még mindig nem jelent semmit, valamint az x irdnyd komponense,

0

T% (54.30)
sem szam, hanem szintén valamilyen fajta operator. Azonban a vektoral-
gebraval 6sszhangban T'V-t még vektornak tekinthetnénk.

Szorozzuk meg most a V-t hatulrdl egy skalarral, ekkor a (V') szor-
zatot kapjuk. A kozonséges algebraban

TA = AT, (54.31)

de nem szabad elfelejtentink, hogy az operdtoralgebra egy kicsit kilon-
bozik a kozonséges algebratol. Operatorokkal mindig be kell tartanunk
a helyes sorrendet gy, hogy az operaciéknak megfelel6 értelmiik legyen.
Semmi nehézségiink sem lesz, ha emlékezetiinkben tartjuk, hogy a V ope-
rator ugyanolyan szabalyoknak van alavetve, mint a derivalt jel6lés. Amit
differencidlnunk kell, az a V jobb oldalara keriil. A sorrend fontos.
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Ha a sorrend fontossiagat szem elott tartjuk, akkor belatjuk, hogy TV
operator, de a VT szorzat tébbé mar nem ,éhes” operator — teljesen
kielégitettiik. Ez valoban fizikai vektor, amelynek van értelme: T térbe-
li valtozasanak sebességét jelenti. VI'-nek az = komponense azt mutat-
ja, hogy milyen gyorsan valtozik T az x irdnyban. Milyen irdnya a VT
vektor? Tudjuk, hogy T-nek tetszoleges iranyban vett valtozasi sebessége
nem mas, mint V7-nek abba az irdnyba mutaté komponense [lasd (54.15)
egyenlet]. Kovetkezésképpen VT irdnya az, amelyre a legnagyobb a vetii-
lete, vagyis amelyik irdnyban a leggyorsabban valtozik. T' gradiense a (T’
szerinti) lejt6 legmeredekebb irdnyaban felfelé mutat.

54.5. Miiveletek V-val

Végezhetiink-e a V vektoroperatorral mas algebrai miiveleteket is? Két
vektorral képezhetiink skaldris szorzatot is. Elkészithetjiik-e a

(vektor) - V vagy a V - (vektor)
szorzatokat? Az elsének igy nincs értelme, mivel ez még csak operator.
Végiil is az, hogy mit jelent, attdl fiigg, hogy mire hat a V. A maéasodik
szorzat pedig skalartér (AB mindig skalar.)

Nézziik meg a V-nak egy ismert h vektortérrel képezett skalaris szor-
zatat. Kiirjuk a komponenseket:

V-h=V,h; +Vyh,+V_h, (54.32)
vagy
oh oh oh
V-h=—F2+ %4 =%
ox oy 0z
Ez az 6sszeg invaridans a koordinata-transzforméciéval szemben. Ha masik
koordinata-rendszert vilasztanank (vesszével jeldlve), azt kapnank, hogy?
Ohyr n Ohyy n 8hzx’
ox’ oy’ 0z
s ez ugyanaz a szam, mint amit az (54.33) egyenletbdl kapnank, béar egé-
szen mas az alakja. Azaz

V.-h=V-h (54.35)
a tér barmely pontjara. Tehat V - h skalartér, amely sziikségképpen va-
lamilyen fizikai mennyiséget jelent. Vegytiik észre, hogy V - h-ban a deri-
valtak kombinacidja meglehetésen specidlis. Mindenféle mas kombinacid

(54.33)

V' -h=

(54.34)

2h-t Ggy képzeljitk el, mint egy fizikai mennyiséget, amely a térbeli helyzettél fiigg,
és nem gy, mint egy hiaromvaltozés matematikai fiiggvényt. Ha h-t ,deriviljuk” =,y
és z vagy ',y és 2’ szerint, akkor el6szor h matematikai alakjit a harom megfeleld
valtozé segitségével fel kell irni.
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is lehetséges, mint példaul Oh, /0x, amely sem nem skalar-, sem nem vek-
torkomponens.

A V - (vektor) skaldarmennyiség rendkiviil fontos a fizikdban: a neve
divergencia. Példaul,

Vh = divh = h ,divergencidja”. (54.36)
Amint a VT esetében tettiik, V-h-nak is tulajdonithatunk fizikai jelentést,
de errél majd késobb beszéliink.

El6szor lassuk, hogy mit kezdhetiink még a V vektoroperatorral. Mit
jelent a vektorszorzat? Azt kell varnunk, hogy

V x h = vektor. (54.37)

Valéban vektor, amelynek komponenseit a vektoridlis szorzatokra vonat-
kozé szokasos szabélyok szerint frhatjuk fel [lasd az (54.2) egyenletet]:

Ohy  Ohy
(Vxh), =V,hy—Vyh, = e y (54.38)
Hasonldoképpen
Oh.  Ohy
(Vxh),=Vyh,—V,h,= ay e (54.39)
és
Oh,  Oh,
h),=V.,h, —Vzh, = — — . 4.4
(Vxh),=V \% 5, o (54.40)

ez s

hivjuk és mi a jelentése ennek a kombinacionak, arra kés6bb visszatériink.

Osszefoglalva, haromféle kifejezést tudunk késziteni V-val:

VT = grad T = vektor

Vh = divh = skalér

V x h = rot h = vektor
Ezeket a kombinacidkat felhasznélva, kényelmesen leirhatjuk a haromdi-
menziés terek valtozasait, olyan médon, amely abban az értelemben &alta-
lanos, hogy nem fiigg a koordinatatengelyek specidlis megvalasztasatol.

Egy példan mutatjuk be a V vektor-differencidloperator hasznala-
tat, felirunk egy vektoregyenletrendszert, amely az elektromagnesességnek
ugyanazokat a torvényeit tartalmazza, mint amelyeket az 53. fejezetben
mar szavakkal elmondtunk:

A Mazwell-egyenletek
1 v-E=2

0B

(2) VxE=—""
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(3) VB=0 (54.41)
2 JE ]
(4) *VxB= T +60,
ahol g az elektromos tiltéssiriség, vagyis az egységnyi térfogatban talalha-
t0 toltésmennyiség, és j az elektromos dramsiriség, azaz a feliiletegységen
masodpercenként atfolyd toltésmennyiség. Ez a négy egyenlet tartalmaz-
za az elektromagneses tér teljes klasszikus elméletét. Uj jelélésiink révén

milyen elegdansan egyszerii alakot kaptunk!

54.6. A hoévezetés differencidlegyenlete

Példaként egy masik fizikai torvényt is irjunk fel vektorjeloléssel. A tor-
vény nem egészen pontos ugyan, de sok fémre és szamos mas hévezetd
anyagra is egész jol teljesiil. Mint ismeretes, ha egy lemez egyik oldalat
T> hémérsékletre hevitjiik, a masik oldalat pedig 77 hémérsékletre hiit-
juk, akkor a lemezen keresztill hé aramlik 75 felél T-hez (54.7a abra).
Az atdraml6 hémennyiség ardnyos a lemez A feliiletével és a hGmérséklet-
kiillénbséggel, tovabba forditva ardnyos d-vel, a feliilletek egyméastol vald
tavolsagaval. (Adott hémérséklet-kiilonbség esetén annil nagyobb a ho-
dram, minél vékonyabb a lemez.) Ha J-vel jeloljiik az egységnyi id6 alatt
a lemezen ataramlo héenergiat, akkor:

J =Ty — Tl)g. (54.42)
A )\ (lambda) ardnyosségi tényezot hdvezetési egyiitthatonak nevezzik.

Mi torténik bonyolultabb esetben? Mondjuk, egy szeszélyes alakt test-
ben, amelyben a homérséklet valamilyen kiilonleges médon valtozik. Vizs-
galjuk a test egy piciny darabjat, és képzeljiink el egy miniatiir méretii
réteget (54.7a abra). A réteg hatdrait az izotermadlis felliletek mentén va-
lasszuk (54.7b abra) dgy, hogy az (54.42) egyenlet teljesiiljon erre a kis
rétegre.

Ha a kis rétegdarab felillete AA, az egységnyi idére esd hdéaram:

AA

AJ = )\ATA—S, (54.43)
ahol As a réteg vastagsaga. Marmost AJ/AA-t kordbban gy hataroztuk
meg, mint a h abszolut értékét, és h a héaram irdnyaba mutat. A héaram
Ty + AT felol Ty felé folyik, és merGleges az izotermdakra, amint azt az
54.7b abra mutatja. Tovabba, AT /As éppen megadja, hogy milyen gyor-
san valtozik T a hely fiiggvényében. Es mivel az elmozdulds mer8leges az
izotermdakra, a mi AT/As hianyadosunk a maximélis mértékii valtozéast
adja, ezért éppen egyenlé VT abszolut értékével. Marmost, mivel VT iréd-
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nya h irdnyaval ellentétes, (54.43)-at vektoregyenlet alakjiban frhatjuk:
h=-)\VT. (54.44)

(A negativ el6jel azért sziikséges, mert a héenergia a hémérséklet csok-

T, T,

= ===

L

Hbéaram AA felulet

(

= ===

Izotermak

A felllet

(@) (b)

54.7. dbra. (a) Lemezen &tfolyé hédram. (b) Infinitezimdlis réteg, amely parhuzamos
egy kiterjedt testben levd izoterma-feliiletekkel

kenésének az irdnydban, mintegy a ,lejton lefelé” folyik.) (54.44) kiterjedt
testekre irja le a hévezetés differencidlegyenletét. Lathatd, hogy ez iga-
zi vektoregyenlet. Mindkét oldal vektor, ha A csupin egy szam. Ez az
egyenlet tetszOleges alaki testekre érvényes, tehat altaldnositasa a tégla
alaku testekre vonatkozé (54.42) egyenletnek. Kés6bb megtanuljuk majd,
hogyan lehet felirni az Gsszes, (54.42)-h6z hasonlé elemi fizikai Gsszefiig-
gést a kifinomultabb vektorjeloléssel. Ujfajta jelolésiink azonban nemesak
azért lesz hasznos, mert az egyenleteket egyszertibb alakiiaknak mutat-
ja, de nagyon vildgosan latszik az egyenletek fizikai tartalma is, anélkiil,
hogy barmely specidlisan valasztott koordindta-rendszerre hivatkoznunk
kellene.

54.7. Vektorterek masodik derivaltjai

Eddig csak els6 derivaltjaink voltak, miért ne lennének masodik derivaltak
is? Tobb kombindaciot képezhetiink:

(a) V-(VT)

(b) V x (VT)

(c) V(V-h) (54.45)
(d) V-(Vxh)

(e) Vx(Vxh)
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Az Olvasé maga ellenérizheti, hogy mindezek a kombinacidék lehetsé-
gesek.
Nézziik meg elészor a méasodikat, (b)-t. Ez ugyanolyan alakd, mint

A x (AT) = (A x AT) =0,
mivel A x A mindig nulla. Igy azt virjuk, hogy

rot(gradT) =V x (VT) = 0. (54.46)
Koénnyen belathato, hogy ez az egyenlet miként ,,jon ki”, ha végigszamol-

juk a komponenseket:

VX (VT)). = Va(VT)y =V, (VT)s = a% (gz) _8‘1 (‘ZZ) | (54.47)

ami az (54.8) egyenlet értelmében nulla. Hasonlé médon kimutathato,
hogy a madsik két komponens is nulla. Tehdt V x (VT') = 0 barmely
homérséklet-eloszlasra, tulajdonképpen bdrmely skalarfiiggvényre.

Most vizsgaljuk meg, hogy a felsorolt kombinaciok kozott talalunk-e
még egy nullat! Egy vektor skalaris szorzata egy olyan vektoridlis szorzat-
tal, amelyik ugyanezt a vektort tartalmazza, egyenl6é nullaval:

A (A xB). (54.48)
Ugyanis A x B meréleges A-ra, és igy A irdnyara es6 vetiilete nulla.
Ugyanez a kombinécié jelenik meg (54.45) (d) egyenletében, igy

V- (V x h) =div(roth) = 0. (54.49)
Ezt ugyanolyan kénnyti belatni, mint az elobbi esetet, ha a szamolast a
komponensekkel végezziik el.

S most kimondunk két matematikai tételt, de ezeket nem bizonyitjuk
be. Mindkett6 nagyon érdekes és nagyon hasznos is a fizikus szamara.

Sok fizikai probléménal el6fordul, hogy valamely mennyiségnek, mond-
juk, az A vektortérnek a rotécidja nulla. Az el6bb lattuk ((54.46) egyen-
let), hogy a gradiens rotacidja nulla, amit konnyl megjegyezni, csak a
vektorokra kell gondolnunk. Mindenesetre lehetséges, hogy A valamely
mennyiség gradiense, de ez esetben a rotacidja sziikségképpen nulla. Az
érdekes tétel éppen azt mondja ki, ha A rotacidja nulla, akkor A mindig
valaminek a gradiense, azaz létezik olyan 1 skalartér, amelyre igaz, hogy
A egyenl6 ¢ gradiensével. Szavakkal kifejezve:

TETEL: Ha V x A = 0, akkor 1étezik olyan 1), amelyre igaz, hogy
A =V (54.50)
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Hasonl6 tétel igaz abban az esetben is, amikor A divergenciaja nulla.
mindig nulla. Ha taldlunk egy D vektorteret, amelyre div D nulla, akkor
levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy D valamilyen C vektortérnek a
rotacioja.

TETEL: Ha VD = 0, akkor létezik olyan C, amelyre igaz, hogy
D=V xC. (54.51)
Amikor attekintettiik a két V operatort tartalmazé lehetséges kom-
binacidkat, azt talaltuk, koziiliik ketté mindig nulla. Most nézziik meg
azokat, amelyek nem nulldk. Vegyiik a V - (VT) kombinéciét, amelyik az
elsé volt a listankon. Irjuk ki a komponenseket:

Igy
V- (VT) =V (V,T)+ Vy(V,T)+ V. (V.T) =
0T N 0T N 9°T
C0x2  Oy? T 0227
Ez altaldban valamilyen szam, tehat skalartérrel van dolgunk.
Lathatjuk, egyaltalan nem kell ragaszkodnunk a zardjelekhez, tehét a
kétértelmiiség veszélye nélkiil irhatjuk:

(54.52)

V- (VT)=V.-VT = (V-V)T = VT. (54.53)
VZ2-et tigy tekintjiikk, mint egy 1j operatort, mégpedig skalaroperatort.
Mivel gyakran szerepel a fizikdban, kiilon neve is van:

0? 0? 0?
Laplace-operdtor = V? = — + — + —.
P P ox2  Oy? 022
Mivel a Laplace-operator skalar, hathatunk vele egy vektorra is, amin
azt értjlik, hogy ugyanazt az operaciét elvégezziik mindegyik, a derékszo-

gl koordinata-rendszerben vett komponensen:

(54.54)

V*h = (V2hy, V2hy, V).

Vizsgaljunk most még egy lehetséges esetet: V x (V xh)—t, az (54.45)
egyenletcsoportban az (e) jeliit. Nos, a rotécié rotacidja az (54.6) vektor-
egyenlet felhasznalasaval masképp is irhato:

A x(BxC)=B(A C)-C(A-B). (54.55)



54.7. Vektorterek mdsodik derivdltjai 45

Hogy ezt a formulat felhasznalhassuk, helyettesitsiik az A-t és a B-t a V
operatorral, és legyen C = h. A kovetkez6t kapjuk:

V x(Vxh)=V(V-h)—h(V-V)...7??

Alljunk csak meg! Valami baj van. Az els6 két tag teljesen ,tisztességes”
vektor (az operatorok ki vannak elégitve), de az utolsé tagbdl értelmet-
lenség lett. Még mindig operator. Az a baj, hogy nem vigyaztunk eléggé
a tényezok helyes sorrendjének betartdsiara. De ha jobban megnézziik az
(54.55) egyenletet, latjuk, hogy az nyugodtan felirhaté a kovetkezd alak-
ban is:

Ax(BxC)=B(A -C)-(A-B)C. (54.56)

Igy méar jobbnak tiinik a tényezék sorrendje. Végezziik el most a helyet-
tesitést az (54.56) egyenletben. A

Vx(Vxh)=V(V-h)—(V-V)h (54.57)

egyenlGséget kapjuk. Ez a formula helyesnek tiinik. Val6ban az is, amint
az a komponensek kiszamitdsdval igazolhatd. Az utolsé tag a Laplace-
operator, ezért azt is irhatnank, hogy

V x (Vxh)=V(V-h) - V?h. (54.58)

A kettds V-kombinédcidkrol készitett lista minden sorardl volt valami
mondanivalénk, kivéve a (c)-t, a V(V-h)-t. Ez is egy lehetséges vektortér,
de semmi kilénoset nem kell elmondani réla. Egyszertien egy vektortér,
amelyik alkalomadtan el6fordulhat.

Célszerti lesz, ha a végeredményeket tablazatban foglaljuk Gssze:

V - (VT) = V?T = skalartér

(b) V x (VT)=0
(¢) V(V-h) = vektortér
(d) V-(Vxh)=0 (54.59)

V x (Vxh)=V(V-h) - V?h
(V- V)h = V?h = vektortér

Olvasoéinknak talan feltiint, hogy meg sem prébaltunk ilyen 1j vektor-
operétort csindlni: (V x V). Vajon miért nem?
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54.8. Buktatok

Ko6zonséges vektoralgebrai ismereteinket alkalmaztuk a V operator al-
gebrajara. Ovatosnak kell azonban lenniink, mert tévedni is lehet. Két
buktatét is megemlitiink, bar ebben a kényvben mésutt nem fogunk ve-
lik taldlkozni. Mit szélna Olvasénk a kovetkezd kifejezéshez, amely két
skalarfiiggvényt, -t és -t tartalmaz:

(V) x (Ve)?

Azt mondhatnd: nullanak kell lennie, hiszen éppen olyan, mint

(Aa) x (AbD),

ez pedig nulla, mivel két egyiranya vektor vektoridlis szorzata. Tehat A x
A mindig nulla. De a mi példdankban a két V operdtor nem azonos! Az
els6 az egyik fiiggvényre, a 1-re hat, a masik pedig egy ettdl kiillonbozd
fiiggvényre, a @-ra. Igy, bar azonos szimbélummal jeloltitk Sket, mégis
kiilonb6z6 operatoroknak kell ket tekinteni. Vildgos, hogy a Vi irdnya
a 1 figgvénytdl fiigg, és nem valdszinii, hogy parhuzamos a Vp-vel.

(V) x (V) #0 (4ltaldban).

Szerencsére nem lesz sziikséglink arra, hogy ilyen kifejezéseket hasznél-
junk. (S amit mondtunk, az nem valtoztat azon a tényen, hogy tetszéleges
skalartérre V x Vi = 0, mivel itt mindkét V ugyanarra a fiiggvényre hat.)

A maésodik szamu buktaté (amitél megint csak nem kell tartanunk e
konyv anyagdnak tanulmanyozasa sordn) a kévetkezd: Az itt vézolt sza-
balyok csak akkor egyszeriiek és kényelmesek, ha derékszogl koordinata-
rendszert hasznilunk. Példdul, ha V2?h-val van dolgunk, és az 2 kompo-
nensét akarjuk tudni,

9 0? 0? 0? 9

Vh)=|=—=+ =5+ =5 | ha = Vhy. 54.60

( ) <6x2 + Oy? + 822> v v ( )
Ugyanez a kifejezés egydltaldn nem haszndlhaté, ha V?h radidlis kompo-
nensére vagyunk kivancsiak. V2h radidlis komponense nem egyenld V2h,.-
rel. Ennek az az oka, hogy a vektoralgebraban a vektorok irdnya mindig
hatarozott. De ha vektorterekkel foglalkozunk, kiilénb6z6 helyeken kiilon-
b6z6 lesz a vektorok irdanya is. Ha megprobalunk egy vektorteret lefrni,
mondjuk, polarkoordinatakkal, pontrél pontra valtozik az is, hogy mit ne-
veziink ,radidlis” irdnynak. Igy kellemetlen bonyodalmakba keverediink,
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amikor megproébaljuk derivalni a komponenseket. Példaul még egy kons-
tans vektortérnek is pontrol pontra valtozik a radialis komponense.

Rendszerint biztonsdgosabb s egyszeriibb is a derékszogli koordina-
takhoz ragaszkodva elkeriilni a bonyodalmakat, de egy kivételt érdemes
megemliteni: Mivel a Laplace-operator, V2 skaldr, felirhatjuk barmely
koordinata-rendszerben, amelyikben csak tetszik (példdul polarkoordinata-
rendszerben). De mivel differencidloperator, csupan olyan vektorokra hat-
hatunk vele, amelyeknek komponensei rogzitett iranyokba mutatnak, azaz
derékszogii koordinatak. Igy minden vektorteriinket z,y és z komponen-
seivel fejezziik ki, ha a vektor-differencialegyenleteinket komponensekben
irjuk fel.



55. fejezet

Vektor-integralszamitas
55.1. Vektorintegralok; Vi vonalintegralja

Az 54. fejezetben megtargyaltuk, hogy kiillénb6z6 médokon képezhetjiik a
terek derivaltjait, és néha vektorterek, néha skalarterek adédnak. Bar sok
kiilonb6z6 képletet dolgoztunk ki, egyetlen szabalyban lehet 6sszefoglalni
mindent, amirél az 54. fejezetben szé volt, nevezetesen: a 9/dx, 9/0y,
0/0z operatorok a V vektoroperator harom komponensét alkotjék. A ko-
vetkez6kben szeretnénk olyan magyardzatot kapni a terek derivaltjairél,
hogy azutan jobban érzékeljiik, mit is jelent valamely vektortér egyenlete.

Mér beszéltiink a gradiensoperaci6 jelentésérdl (V hat egy skaldrra),
most értelmezziik sorra a divergencidt és a rotaciét. Ezeket a mennyisé-
geket legjobban bizonyos vektorintegralokkal és a rajuk vonatkozo6 egyen-
letekkel mutathatjuk be. Az egyenleteket, sajnos, nem lehet a vektoral-
gebrabol egyszerli helyettesitéssel megkapni, tigyhogy ezeket az Olvaso-
nak most tjdonsigként meg kell tanulnia. Az integralformuldk koziil az
egyik gyakorlatilag magatdl értet6dd, de a masik ketté nem az. Ezeket
levezetjik, és megmagyarazzuk a benniik foglaltakat. A tanulményozan-
do6 egyenletek val6jaban matematikai tételek. Nemcsak a divergencia és
a rotaci6 tartalmanak és jelentésének bemutatisira hasznosak, hanem az
altalanos fizikai elméletek kidolgozasakor is. E matematikai tételek oly je-
lentOsek a térelméletben, akar az energiamegmaradas tétele a részecskék
mechanikajaban. Az ilyen altalanos tételek nagyban hozzasegitenek a fizi-
kai 6sszefliggések mélyebb megértéséhez. El kell ismerniink azonban, hogy
— kivéve a legegyszeriibb eseteket — a problémak megoldasakor nem tul
hasznosak. Orvendetes persze, hogy targyunk bevezetéjében sok egysze-
ri probléma keriil szényegre, amelyek jol megoldhaték a harom integrél-
formulaval. Latni fogjuk azonban, hogy ha a feladatok nehezednek, az
egyszerli médszerek egyre kevésbé hasznalhatdk.

Elészor foglalkozzunk a gradienst tartalmazé integralformuldval. Az
Osszefiiggés alapgondolata nagyon egyszerti: A gradiens egy térmennyiség
valtozasanak nagysaga, s ha ezt integrdljuk, megkapjuk a teljes megval-
tozast. Tegytik fel, hogy ¥ (x,y, z) egy skalartér. Két tetsz6leges pontban,
legyenek ezek (1) és (2), a ¢ fliggvény értéke legyen rendre (1) és ¥(2).
[Kényelmes a jelolés, mert (2) jelenti az (z2,ys2,22) pontot, ezért 1 (2)
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ugyanazt jelenti, mint a ¢ (xe, y2, 22).] Ha az (1) és (2) pontot sszekotjik
a I' tetsz6leges gorbével (55.1. dbra), akkor igaz a kovetkezd Osszefiiggés:

VY,
@
I gérbe
o 55.1. dbra. Az (55.1) egyenletben sze-
replé mennyiségek. A Vi vektort a ds
(1 vonalelemnél szamitottuk ki
1. TETEL:
(2)
W@ - = [ (9)-ds (5.1
1)
I' mentén

Ez az integral a Vi és a ds-vektorok skalaris szorzatanak wvonalin-
tegralja a T' gorbe mentén (1)-t6l (2)-ig, és ds a I' gorbe infinitezimalis
vonaleleme [(1)-t&l (2) felé irdnyitval.

Elészor fogalmazzuk meg, mit értiink vonalintegralon. Ha f(x,y, z)
skalarfiiggvény és az (1), (2) pontot 6sszekotd I' gorbén bejeloliink ponto-
kat és ezeket a pontokat egyenes szakaszokkal 0sszekotjiik (55.2. dbra) —

55.2. dbra. A vonalintegral egy Osszeg
hatarértéke

az i-edik szakasz hossza As;, ahol az i index értéke 1,2,3,... —, akkor az
(2)
fds
(1)

I" mentén
vonalintegralon a

> il
=1

hatarértékét értjik, ahol f; a fliggvény értéke az i-edik szakasz valamely
pontjiban. A hatarérték az, amihez az Gsszeg tart, ha egyre tobb szakaszt
adunk 6ssze (értelemszeriien tigy, hogy a legnagyobb As; — 0).



50 55. Vektor-integrdlszdmitds

Tételiinkben, az (55.1) egyenletben az integrél ugyanezt jelenti, bar
kissé mas alakd. f helyett egy mésik skalar szerepel: a Vi) vektor As
irdnyt osszetevije. Ha (V))i-vel jeloljiik ezt az érintSleges Osszetevét,
akkor vilagos, hogy

(Vi) As = (V) - As. (55.2)
Az (55.1) integrél ilyen tagok osszegét jelenti.

Most nézziik meg, miért igaz az (55.1) egyenlet. Az 54. fejezetben
megmutattuk, hogy a Vi Osszetevije egy kis AR elmozdulas iranyaban
éppen 1 megvaltozasinak mértéke a AR irdnyban. Vegyiik szemiigyre
a As vonaldarabot az (1) ponttél az a pontig (55.2. dbra). Definiciénk
szerint:

A1 = tp(a) — (1) = (Vi)14sy, (55.3)
és a masodik vonaldarabra:
P(b) — ¥(a) = (Vip)2Asy, (55.4)

ahol természetesen (V) jelenti a gradiens értékét a As; szakaszra, és
(V)2 a gradiens értéke a Asy szakaszon. Ha az (55.3) és az (55.4) egyen-
letet Gsszeadjuk, akkor

Y(b) — (1) = (Vip)1 - Asy + (Vih)2 - Asy. (55.5)
Lathato, hogy ha folytatjuk az ilyen tagok Osszeadasat, a kovetkez6 ered-
ményt kapjuk:

»(2) = 9(1) =) (V)i - As;. (55.6)

(2
A bal oldal nem fiigg attol, hogyan valasztottuk az intervallumokat, ha

(1) és (2) mindig ugyanaz marad, ezért vehetjiik a jobb oldal hatarértékét.
Ezzel bebizonyitottuk az (55.1) egyenletet.

A bizonyitasbdl lathatd, hogy amiként nem fiigg az egyenldség attol,
hogyan vélasztottuk az a, b, ¢, . . . pontokat, ugyanigy nem fiigg attél sem,
hogyan vettiik fel az (1) és (2) pontot Osszekotd I' gorbét. Tételiink tehdt
az (1) és (2) pontot Osszekotd tetszdleges gorbére érvényes.

Egy megjegyzés a jeloléshez: belathatd, hogy semmi zavart sem okoz,
ha a kényelem kedvéért azt irjuk, hogy

(V) -ds = Vi) - ds. (55.7)
Ezzel a jeloléssel tételiink a kovetkezo:
1. TETEL:
(2
B(2) — (1) = / Vo - ds. (55.8)

(1)
barmely gorbére
(1) és (2) kozott
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55.2. A vektortér fluxusa

Miel6tt ratérnénk a kovetkezé — a divergencidra vonatkozd — integral-
tételre, tanulmanyozzunk elébb egy olyan fogalmat, amelynek kdnnyen
értelmezheto fizikai tartalma van a héaramlas esetében. Mar definialtuk
a h vektort, amely az egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt ataramléd
hémennyiséget jelenti. Tegyiik fel, hogy az anyagtomb belsejében van egy
A zart feliilet, amely V' térfogatot zar koriil (55.3. dbra). Hatarozzuk meg,
mekkora hémennyiség aramlik ki ebbdl a térfogatbol. Ezt konnyen meg-
tehetjiik, ha kiszamitjuk az A feliileten athaladé teljes hémennyiséget.

55.3. dbra. Az A zart felillet hatarolja
a V térrészt. Az n egységvektor a dA
feltiletelem kifelé mutaté normalisa és
h a héaramvektor a feliiletelemen

Jeloljiik a feliiletelemet d A-val. Ez a szimbdélum a kétdimenziés diffe-
rencial helyett all. Ha a feliilet példaul az xy sikban volna, akkor

dA = dzdy
lenne. Késobb térfogati integralokat is fogunk vizsgalni, ilyenkor infinite-
zimalis térfogatelemnek kicsi kockat célszerii valasztani, igy dV helyett
irhatjuk:

dV = dzdydz.

Vannak szerzok, akik dA helyett d2A-t frnak — emlékeztet6iil, hogy ez
mésodrend{i mennyiség — és dV helyett d3V-t. Mi ezt az frasmédot nem
hasznaljuk majd, de foltételezziik, nem felejtik el, hogy a felilet két-, a
térfogat pedig haromdimenziés.

A dA feliiletelemen ataramlé hémennyiség egyenl6 a feliilet szoroz-
va h-nak a dA-ra merdleges komponensével. A feliiletre meréleges, kifelé
mutatd n egységvektor felhasznalasdval, h-nak a feliiletre meréleges kom-
ponense (55.3. dbra), amire éppen sziikségiink van:

h,=h-n, (55.9)
és igy a dA feliiletelemen athaladé héaram:
h - ndA. (55.10)
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Ahhoz, hogy megkapjuk a teljes h6aramot, az egyes feliiletelemeken atha-
ladé hédramokat Osszegezniink kell. Mas széval: (55.10)-et integralnunk
kell a teljes feliiletre.

Az A feliilleten kifolyé teljes héaram = / h - ndA. (55.11)
A

Ezt a felileti integralt szokas ,h feliiletre vett fluxusdnak” is nevezni.
Eredetileg a fluxus szé dramlést jelent, igyhogy a feliileti integral éppen
h-nak a feliileten val6é ataramlasat jelenti. Ezért ugy okoskodhatunk: h
a héaramnak az ,aramstriisége”, és ennek a feliileti integralja a feliile-
ten athalado teljes, kifelé iranyitott héaram, azaz az egységnyi id6 alatt
athalad6 héenergia (J/s).

Ezt a fogalmat altaldnositani szeretnénk arra az esetre is, amikor a
vektor nem valaminek az aramlasat jelenti; példaul lehet elektromos tér
is. Természetesen integralhatjuk — ha akarjuk — az elektromos tér norma-
lis komponensét egy feliiletre. Bar ez nem valaminek az dramlasa, mégis
yAuxusnak” nevezziik. Azt mondjuk:

E fluxusa az A feliileten = /E -ndA. (55.12)
A

Altalanosithatjuk a ,,fluxus” sz6t, s most mar azt fogja jelenteni: ,egy vek-
tor normalis komponensének a feliileti integralja”. Ugyanezt a definiciét
hasznalhatjuk akkor is, ha a feliilet nem zart.

Térjiink vissza a hoaram specialis esetéhez, és vizsgdljuk meg, mi tor-
ténik, amikor a hdmennyiség megmarad. Példaul képzeljiink el egy anyag-
tombot, amelyben a kezdeti felmelegités utan nem keletkezik ho, és nem
is nyelodik el. Ekkor, ha van a feliileten keresztiil kifelé foly6 ered6 ho-
aram, akkor a térfogatban levé homennyiségnek csokkennie kell. Olyan
koriilmények kozott tehdt, amikor a hdmennyiség megmarad,

dQ@
h-ndd4d=-——2= 55.13
Z n =, (55.13)

ahol @ a felileten beliilli hémennyiség. Az A feliileten kifolyé héaram
egyenld az A feliileten beliili teljes (Q homennyiség idébeli valtozési se-
bességének negativ eldjellel vett értékével. Ez az értelmezés azért lehet-
séges, mert hoéaramrél beszélink, és foltételeztiik, hogy a hdémennyiség
megmarad. Természetesen nem beszélhetnénk az A feliileten beliili teljes
hémennyiségrdl, ha a térfogaton beliil hé keletkezne.

Barmely vektor fluxusanak van egy érdekes tulajdonsiga. Az Olvasé
gondolhat itt a héaram vektorara is, de amit elmondunk, az igaz barmely
C vektortérre. Képzeljink el egy A zart feliiletet, amely V térfogatot
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hatérol. Vagjuk két részre ezt a térfogatot (55.4. dbra). Igy két zart feliilet
és két térfogat keletkezik. A V; térfogatot az Ay feliilet zarja koril, amely
az eredeti felillet A, részébdl és az A, metszetbdl all. A V5 térfogatot
az Ao feliilet hatarolja, amely az eredeti fellilet megmaradt Ay részébél
all és az A, metszet zarja le. Vizsgdljuk most meg a kovetkezd kérdést:
Tegyiik fel, hogy kiszamitjuk az A; felilleten dthalad6 fluxust, és ehhez
hozzdadjuk az Ag feliileten athaladé fluxust. Megegyezik-e az Gsszeg az
eredeti felilleten dthalad6 fluxussal? A vélasz: igen. Az Ay és A, feliiletek
kozos Agp részén atmend fluxusok éppen megsemmisitik egymast. A C
vektor V1-bol kidraml6 fluxusara irhatjuk:

Aj-en athaladé fluxus = / C-ndA + / C-n;dA (55.14)
Aq

Aab
és a V5-bdl kidramld fluxusras:

55.4. dbra. A V tartomanyt, amelyet az
A zart feliilet hatérol, két részre osztjuk
az Aap ,metszettel”. Most két tartoma-
nyunk van: Vi, amelyet A1 = Ay + Aap
hatarol, és a V2 tartomany, amelyet az
As = Ay + Agp hatédrol

Metszet

As-n athaladé fluxus = /C -ndA + / C - nydA. (55.15)
Ap Aab
Figyeljik meg, hogy a masodik integralban ni-gyel van jelolve az Ag,
kifelé mutaté normaélisa, amikor az az Ai-hez tartozik, és ns-vel, amikor
az As-hoz tartozik (55.4. dbra). Nyilvanvaléan ny = —ny, ugyhogy

/ C -nidA=— / C - nodA. (55.16)

Agb Aap
Ha most 6sszeadjuk az (55.14) és (55.15) egyenletet, lathatjuk, hogy az
Aj-en és As-n athaladdé fluxusok Gsszege éppen megegyezik két integral
Osszegével, melyek Osszevonva éppen az eredeti A = A, + Ay feliiletre vett
fluxust adjak.

Latjuk, hogy a teljes kiils6¢ A feliiletre vett fluxust tgy tekinthetjik,
mint arra a két részre vonatkozé fluxosoknak az Osszegét, amelyre az ere-
deti térfogatot felbontottuk. Az osztast tovabb is folytathatjuk; példaul
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agy, hogy a Vi térfogatrészt ismét kettévagjuk. Szemmel lathatdlag most
is gy kell okoskodnunk, mint el6bb. Bdrhogyan osztjuk fel az eredeti tér-
részt, altalaban igaz, hogy az eredeti kiilso feliileten &tmend fluxus — ez az
eredeti integral — egyenl6 az Osszes kis bels6 részre vett fluxus osszegével.

55.3. Kockabdl kilépo fluxus; Gauss tétele

Specialis esetként vizsgaljunk meg egy kis kockét,! érdekes képletet ka-
punk a bel6le kijové fluxusra. A kocka élei legyenek parhuzamosak a ko-
ordindtatengelyekkel (55.5. dbra). Az origéhoz legkozelebb esd cstics ko-
ordinatai legyenek x,y,z. A kocka élhossza x iranyban Az, y irdnyban
Ay és z iranyban Az. Szeretnénk meghatarozni a C' vektortérnek a kocka
felszinére vett fluxusat. Ezt Ggy tudjuk kiszamitani, ha a hat oldallapra
vett fluxust Gsszeadjuk. Eloszor nézziik az abran 1-gyel jelolt lapot. Erre
a fluxus:

— / Crpdydz.

Mivel kicsiny kockéardl van sz, ezt az integralt igy kozelithetjiik, ha
a lap kozéppontjaban — ezt az (1) pontnak hivjuk — vett C, értéket meg-
szorozzuk a lap AyAz feliiletével.

Az 1 lapon kidramlé fluxus = —C,(1)AyAz.

xy+dy,z) 4

é_
\.
[é)]

4A\--+-

I
AN
AN

et 2t Jxraxy,2)
AP ’A/ Ax 55.5. abra. A C vektortér egy kis kocka
e felszinére vonatkozé fluxusdnak kiszé-
(X, y,z+Az) 3 mitésa

Hasonléképpen hatarozzuk meg a 2 lapon keresztiil kidramlé fluxust.
A 2lapon kidramlé fluxus = Cy(2)AyAz.

Cy(1) és Cy(2) altaldban kicsit kiilonboznek egymastél. Ha Ax elég ki-
csiny, irhatjuk:

0C,
Ox(2) = Cx(l) +

Az.
axx

LA kovetkezé fejtegetést teljesen hasonléan alkalmazhatjuk barmilyen derékszogi
hasabra.



