El6szo ajavitott, nyolcadik kiadashoz

A ,Bronstejn” legfrissebb kiadasa mintegy 50 év kézikonyvszerkesztGi tapasztalatait striti egybe.

Az els6 kiadas, amely 1953-ban jelent meg Moszkvaban, az akkor klasszikusnak szamité alkalmazoi
témakoroket targyalta, tehat els6sorban miszakiaknak, mérnokoknek szolt. Mintegy irodalmi hattere
volt az akkor egyediil 1étezd szamitastechnikai eszkoznek, a logarlécnek.

Az akkori kotet tablazatokkal és grafikonokkal kezd6dott, majd az elemi matematikéan keresztiil eljutott
az analitikus és differencidlgeometriaig és folytatodott a matematikai analizissel. A kotetet a mérési
eredmények kiértékelését targyalo fejezet zarta. Mindez a jelen konyv terjedelmének a harmadat tette
ki.

Magyarorszagon a ,Bronstejn” eddig hat plusz egy kiadést ért meg. A hatodik kiadas 1987-ben a M-
szaki Konyvkiadonal jelent meg, alapjaul az 1980-as atdolgozott kiadés szolgélt. Az atdolgozas azon-
ban akkor is Németorszagban késziilt. A legutobbi kiadas mar szamos 1j teriilettel bévitette az eredeti
kotetet, pl.: halmazok, valészintiségszamitas és matematikai statisztika, matematikai programozas és
numerikus modszerek. Az alkalmazasok kore az elmult évtizedekben hihetetlen sebességgel és a legva-
ratlanabb iranyokban tovabb béviilt, és méar korantsem korlatozodik a miiszakiakra. A rendelkezésre
allo eszkoztar vilagszerte elterjedt hatékony programcsomagokat jelent, mint példaul a Mathematica
vagy a Maple. A XXI. szazad feltalaloi szaméra tehat még teljesebb atdolgozasra volt sziikség. Ennek
ékes bizonyitékat adja mar maga a tartalomjegyzék is. Példaul kiilon fejezetek targyaljak a dinamikus
rendszereket, a szamitogép-algebrat, és megtaladlhatok a fuzzy logika, a kombinatorikus algoritmusok,
a kriptologia, a miiszaki jelanalizis Gj modszerei vagy az algebra modern agai is. A targymutatd még
részletesebb eligazitast kinal kdzel 50 oldalon.

Az eredeti zsebkonyv legiijabb kiadasai a lényegretord targyalasmod, a hatékony szerkezeti felépités és
a mives tipogréafia ellenére kézikonyvvé duzzadtak, a matematika felhasznalhatosdgat mintegy fizikai
terjedelmiikben is tantusitva.

A Kiad6 munkajat népes szakembergarda segitette. A forditas alapjaul szolgaldé 1999-ben megjelent,
negyedik atdolgozott és bévitett német kiadas szdmos hianyossagat és pontatlansagat sikeriilt kijavi-
tanunk. Ebben a munkaban kiemelkedd szerepe volt Szép Gabriellanak, a konyv angol nyelvd fordito-
janak és Racz Andrasnak.

A jelen, nyolcadik kiadasban igyekeztiink gondosan kijavitani azokat a hibakat, amelyek az el6z6 kia-
das feszes hatarideje miatt sajnalatos modon el6fordultak. Reméljiik, hogy szamukat mar minimalisra
szoritottuk vissza.

Itt emlitjiik meg, hogy a mostani kiadasban mar internet-honlapokat is feltiintettiink az irodalomjegy-
zékben, és a kés6bbi kiadasokban egyre béviteni fogjuk az ilyen tipusu hivatkozasok szamat. Emiatt
arra kérjiik a kedves Olvasot, hogy az tjabb kiadasokra gondolva hivja fel a Kiado figyelmét az altala
hasznosnak tartott honlapokra.

2002. augusztus
A Kiado
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1. Aritmetika

1.1. Elemiszamolasiszabalyok

1.1.1. Szamok
1.1.1.1. Természetes, egész és racionalis szamok

1. Ertelmezési tartomanyok és jelslések

Minden egész és tortszamot, koztiik a pozitivokat, a negativokat és a nullat, raciondlis szamnak neve-
ziink. Ezzel kapcsolatban a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk (lasd Halmazelmélet, 287. old.):

e atermészetes szamok halmaza: N ={0,1,2,3,...},

e az egész szamok halmaza: Z=4...,-2,-1,0,1,2,...},

e aracionalis szamok halmaza: Q={z|z = P ahol peZ, qeZ és q#0}.
q

A természetes szamokat a szamlélas, ill. rendezés sziikséglete hozta létre. A természetes szamokat nem-
negativ egész szamoknak is mondjuk.

2. A racionalis szamok halmazanak tulajdonsagai

e A racionalis szdmok halmaza végtelen.

e A halmaz rendezett, vagyis barmely két kiilonb6zd racionalis szam, a és b koziil meg lehet mondani,
hogy melyik kisebb, mint a masik (lasd 2. old.).

e A halmaz énmagaban siri, vagyis barmely két kiilonb6z6 a és b (a < b) racionalis szam kozott
létezik legalabb egy ¢ (a < ¢ < b) racionélis szam. Ebbgl kévetkezik, hogy két kiilonb6z6 racionalis
szam kozott végtelen sok tovabbi racionalis szam fordul eld.

3. Aritmetikai miveletek

Két tetsz6leges racionalis szammal az aritmetikai miiveletek (Osszeadés, kivonas, szorzas és osztéas)
mindig elvégezhetdk, és eredményiil megint racionélis szamot adnak. Kivétel a nulldval valo osztds,
amely lehetetlen: Az a : 0 kifejezésnek nincs értelme, mert nincs olyan meghatarozott b racionalis szam,
amelyre a # 0 esetén teljesiilne a b - 0 = a egyenlGség; ha pedig a = 0, akkor b tetszdleges racionalis
szam lehet. Az a # 0 esetben gyakran alkalmazott a : 0 = oo (végtelen) irasmod nem jelenti azt,
hogy ez az osztas lehetséges; ez csupén a kévetkezo allitas roviditése: ha a nevezs nullahoz kozeledik, a
hényados abszolit értelemben véve minden hataron tal névekszik.

4. Tizedes tort és lanctort

Minden racionalis szam elGallithato véges vagy végtelen szakaszos tizedes tort, valamint lanctort alak-
jaban (lasd 2. old.).

5. Geometriai Abrazolas

Ha egy egyenesen rogzitve van (1.1. abra) egy 0 (nullpont), egy pozitiv irdny (irdnyitds) és egy | hosz-
szusagegység (lépték, lasd még skéla,118. old.), akkor minden a racionélis szamnak megfelel az egye-
nes egy meghatarozott pontja. Ennek a koordinatéja a, és ez a pont ugynevezett raciondlis pont. Az
egyenest szamegyenesnek nevezziik. Mivel a racionalis szamok halmaza mindeniitt strt, barmely két
racionalis pont kozott végtelen sok tovabbi racionalis pont van.
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1.1.1.2. Irraciondlis és transzcendens szamok

Az analizis céljaira a racionélis szamok halmaza nem elegendd. Bar a szamegyenes mindeniitt stird, azt
nem tolti ki. Ha példaul az egységnégyzet AB atlojat A koril elforgatjuk tgy, hogy B a szdmegyenes




K pontjaba menjen 4t (1.2. dbra), akkor K-nak nincs racionélis koordinataja. Csak az irraciondlis
szamok bevezetése teszi lehetévé, hogy a szamegyenes minden pontjahoz szamot tudjunk rendelni.
Az analizis tankonyvei az irracionalis szamokra szabatos definiciét adnak, példaul intervallumskatulyé-
zéssal. A szemlélet beéri azzal a megéllapitassal, hogy az irracionalis szamok a szdmegyenesnek azokat
a pontjait foglaljak el, amelyek a racionélis szamok koézott hézagként jelentkeznek, és hogy minden ir-
racionalis szamot nem szakaszos végtelen tizedes torttel lehet elGallitani.

Az irracionalis szamok kozé tartoznak tobbek kozott az 2™ + ap,_12" ' + -+ + a1z + ap = 0 alaku
algebrai egyenletek valos, nem egész gyokei, ahol n > 1 egész, és az egyiitthatok is egész szdmok. Egy
példa az 23 — 92 + 4 = 0 egyenlet. Az ilyen gyokoket algebrai irracionalitdsoknak nevezziik. Algebrai
irracionalitasra a legegyszertibb példak az 2™ — a = 0 egyenletek valos gyokei, vagyis az /a alaka
szamok, ha nem racionalisak.

B V2=1414..., V10 = 2,154. .. algebrai irracionalitasok.
Azokat az irracionéalis szamokat, amelyek nem algebrai irracionalitasok, transzcendensnek nevezziik.
B A: 7=3,141592..., e = 2,718281 ... transzcendens szamok.

B B: Az egész szamok tizes alapu logaritmusai, kivéve a 10" alaktak logaritmusait, transzcendens
szamok.

1.1.1.3. Valods szamok

Az bsszes racionalis és irracionalis szamokat egyiitt valos szamoknak mondjuk. Igy kapjuk a valds szd-
mok halmazdt, amelyet R-rel jeloliink.

1. Alaptulajdonsagok

A valds szamoknak a kovetkezd alaptulajdonségai vannak:

e A valds szamok halmaza végtelen.

e A valos szamok halmaza rendezett (lasd 1. old.).

e A valos szamok halmaza énmagaban sird (lasd 1. old.).

e A valés szamok halmaza teljesen rendezett, vagyis a szamegyenes minden pontjanak megfelel egy
valos szam. A racionalis szamok halmazéra ez nem érvényes.

2. Aritmetikal miiveletek

Valos szamokkal az aritmetikai mtiveletek mindig elvégezhetdk és mindig valos szamot kapunk eredmé-
nytl; kivétel a 0-val valo osztés (lasd 1. old.). A hatvanyozas szintén lehetséges. Ami a megforditasait
illeti, minden pozitiv valos szambol vonhato tetszéleges gyok és van tetszdleges pozitiv (# 1) alapi loga-
ritmusa. Az analizis szamfogalmanak tovabbi altalanositasa a komplex szamokhoz vezet (lasd 34. old.).

Valos szamoknak egy a, b végpontokkal rendelkezd 0sszefiiggs halmazét, ahol a < b és a lehet —o0, b
pedig lehet +o00, az a, b végponti intervallumnak nevezziik. Intervallumot az a, b végpontokkal lehet
megadni 4gy, hogy zardjelbe tessziik Gket. Szogletes félzardjel zéart, kerek félzardjel nyilt intervallum-
véget jelol. Megkiilonboztetiink (a, b) mindkét oldalrol nyilt intervallumokat, [a,b), ill. (a, b] félig-nyilt
intervallumokat és [a, b] zdrt intervallumokat. Nyilt intervallumokra szokasos még (a, b) helyett az ]a, 0],
ugyanigy |a, b) helyett az [a, b| jelolés. Grafikus abrazolasnal a nyilt intervallumok végpontjait nyilhe-
gyekkel, a zart intervallumok végpontjait kitoltott pontokkal jeloljiik.

B A: 52 és 273 esetében 273 = 5 - 52 + 13 majd 52 = 4 - 13 tehat a legnagyobb kozos oszto a 13.

B B: példa arra, hogy valamelyik 1épésben a negativ maradék a kisebb abszolit értéki és ezért azzal
folytatjuk tovabb az eljarast. A kiindulasi szampér 595 és 721: 721 = 1595 + 126; 595 = 5- 126 — 35;
126 =4-35—-14;35=2-1447;14 = 2 - 7, tehét a legnagyobb koz6s oszt6 a 7.

3. Lanctortek

Legyen xg tetszleges, 1, x, . . ., x, pedig pozitiv valos szamok. Az [xg, 21, ..., x,] véges lanctort defi-
nici6 szerint az
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emeletes tort; a feltétel biztositja, hogy az alulrol felfelé torténs egyszertibb alakra hozasnal felléps
minden nevezd értelmes, azaz nem 0, hiszen még az utolsé el6tti is pozitiv. A lanctort egyszert, ha még
az is teljesiil, hogy az xg, x4, ..., x, szdmok egészek.
Nyilvanvaléan minden véges egyszerd lanctort egy racionalis szamot allit el6. Megforditva, minden
racionélis szam megadhato véges, egyszert lanctortként (pontosan kétféle modon).

1 1 1
ma Loy Ty ooy = [2;3,1,6].
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Altalaban, ha ug Juy egyszertsitett alakban felirt racionélis szam — tehét ug és uy relativ primek —,
tovabba wuj-et pozitivnak vélasztva az euklideszi algoritmussal (csak annyi a kiilonbség, hogy ha wg
negativ, akkor nem cseréljiik ki az ellentettjére, hiszen most a keletkez6 hanyadosokra van sziikségiink)
ezt kapjuk:

Ug = U1Ag + Uz, 0 < us < uy
U1 = Ugaq +uz, 0 <ug < ug
Uy = UgQo + Ug, 0 < uy < ug

Uj—1 = UjA5-1 + Ujt1, 0< Ujto < Uj
Uj = Uj+1ay,
amibdl latszik, hogy ug/uy lanctort-kifejtése tényleg véges és

1
uo/ulz[ao,al,...,aj]:a0+ 1
. _|_
Jj—1 a;
Ha az ag, ay,...,a,,... szdmsorozat végtelen, egészekbdl &ll és aq, ao,... pozitivak, akkor az
lag, ai, ..., a,,...| végtelen egyszert lanctort értékén a lim,, .o [ag, a1, . . ., a,| szamot értjiik. Az itteni
rn = [ag,a1,...,a,] raciondlis szam a lantort n-edik szelete. Belathato, hogy 1o < my < 14 < -+ <
Top < =+ - T4l < Toj—1 < -+ <75 < T3 <7y, tovabbé limk(rk — Tk—l) = 0.
Emiatt (rg, 1), (re, r3), (14, 75), . . . egyméasbaskatulyéazott intervallumok végtelen sorozata, amelyeknek

egyetlen kozos eleme van, tehat a fenti lim,, ., r, tényleg létezik.
Ezek szerint barmely végtelen egyszert lanctort meghataroz egy valos szamot; ez a szam mindig irraci-
onalis. Megforditva, barmely irracionalis szam egyértelmten felirhatd végtelen egyszert lanctortként.

W B: 2=14142135... =[1,2,2,2,..];
BC: V5=2236...=[2,4,4,4,..].

1++/5
2

B D:

=1,6180...=[1,1,1,...,1,..].



4. Osszemérhetsség
Azt mondjuk, hogy két szam, a és b dsszemérhetd, ha létezik egy harmadik ¢ szam, amelynek mindketten
egész szamu tobbszorosei. Ekkor a = me, b = nc (m,n € Z) miatt
a
— =x ésrraciondlis. (1.2)

b

Ellenkezd esetben a és b dsszemérhetetlen.

+V5

1
B A: Aszabélyos 6tszogben az atlok és az oldalak 6sszemérhetetlen szakaszok, aranyuk a fenti 5

egyuttal az aranymetszés aranya. Ma tgy tudjuk, hogy a metapontumi HippPASzOSzZ (Kr. e. 450) ezen
a példan fedezte fel az irracionélis szamokat.

B B: A négyzet atlojanak és oldalanak hosszusaga 6sszemérhetetlen, mert hanyadosuk az irracionalis

\/5 szam.

1.1.2. Bizonyitasi médszerek

Lényegében haromféle bizonyitasi modszert kiillonboztetliink meg:

e direkt bizonyitas,

e indirekt bizonyitas,

e teljes indukcio.

Ezenkiviil konstruktiv és nemkonstruktiv bizonyitasrol is szokas beszélni, ha a bizonyitas célja valami-
lyen matematikai objektum létezésének belatasa.

1.1.2.1. Direkt bizonyitas

Egy mar helyesnek bizonyult tételbsl (p feltevés) indulunk ki, és ebbdl vezetjiik le a bizonyitandoé tétel
(q allitas) igaz voltat. A logikai kovetkeztetés soran f6ként az implikaciot vagy az ekvivalenciat alkal-
mazzuk.

a) Direkt bizonyitas implikacio segitségével: A p = ¢ implikdcio esetén a feltevés igaz voltabol
kovetkezik az allitas igaz volta (lasd az implikécio igazsagtablazata 4. sorat, 283. old.).

b
B Bizonyitando az ot > Vab egyenl6tlenség, ahol a > 0, b > 0. A feltevés a helyesnek elfogadott
(a+0b)* = a*+ 2ab+ b* binomialis képlet. Innen 4ab kivonaséval adodik (a + b)* — 4ab = (a—b)* > 0,
ebbdl az egyenlGtlenségbdl pedig a kozépss kifejezés elhagyasa, 4ab atvitele, és 4-gyel valo osztas utan
kozvetleniil az allitast kapjuk, ha a gyckvonasnal a > 0 és b > 0 miatt a pozitiv elGjelre szoritkozunk.

b) Direkt bizonyitas ekvivalencia segitségével: A bizonyitast verifikdldssal, vagyis a helyesség
igazolasaval végezziik. Ilyenkor a ¢ allitds helyességébdl indulunk ki, és megmutatjuk a p allitas he-
lyességét, ami azonban csak a p < ¢ ekvivalencia fennéllasa esetén lehetséges. Ez pl. egy aritmetikai
allitasnal azt jelenti, hogy minden kozbiils6 szamolési 1épésnek, amely a p allitast a ¢ allitasba viszi at,
egyértelmtien megfordithatonak kell lennie.

1
B Bizonyitandéaz 1 +a+a?+---+a" < :
—a

Szorozva (1 — a)-val kapjuk (mivel 1 —a > 0, az egyenl6tlenségjel valtozatlanul érvényes, lasd még
(1.970)):l—a+a—ad*+a*—a*+--+a"—a"t=1—-a"" < 1.

Mivel 0 < a™*! < 1, az igy nyert egyenlStlenség helyes, és minthogy a végrehajtott szamolasi miiveletek
egyértelmiien megfordithatok, azért a kiindulasi egyenlétlenség is helyes.

egyenl6tlenség, ahol 0 < a < 1.

1.1.2.2. Indirekt (ellentmondassal torténd) bizonyitas

A q allitas bizonyitasa céljabol a ¢ tagaddsbol indulunk ki, és utébbiboél egy hamis r allitasra kovetkez-
tetiink, vagyis ¢ = r (lasd még 285. old.). Ekkor azonban ¢ is hamis kell hogy legyen, mert implikécio
utjan csak hamis feltevésbdl juthatunk hamis allitasra (lasd az implikécio igazsagtablazatanak 1. sorat,
283. old.). De ha ¢ hamis, akkor ¢ igaz kell hogy legyen.



B Bizonyitando, hogy v/2 nem racionalis szam. Tegyiik fel indirekt, hogy v/2 racionalis. Ekkor v/2 =

ahol a, b egész szdmok és b # 0. Feltehetd, hogy itt az a, b szamok relativ primek, vagyis nincs ko6z6
2

n S e

a
osztojuk. Azt kapjuk, hogy (v/2)? = 2 = e Az a®? = 2b% | tehat a? paros szam volna, ami csak akkor
lehetséges, ha a = 2n péaros szam. Ekkor a? = 4n? = 2b% miatt b-nek is paros szamnak kellene lennie.
Ez nyilvanval6an ellentmond annak a feltevésnek, hogy a és b relativ primek.

1.1.2.3. Teljes indukci6

Ezzel a bizonyitasi modszerrel olyan tételeket vagy képleteket lehet bebizonyitani, amelyek természetes
szamoktol fliggnek. A teljes indukci6 elve a kovetkezd:

Ha egy allitas igaz egy ng természetes szamra, és az allitdsnak barmely n > ng természetes szamra valo
érvényességébdl kovetkezik az allitds érvényessége az n + 1 szamra, akkor az allitas minden n > ng
természetes szamra igaz. Ezek szerint a bizonyitas a kdvetkezs 1épésekben torténik:

1. Az indukci6 kezdete: Megmutatjuk az allitas érvényességét az n = ng esetben. Tobbnyire va-
laszthaté ng = 1.

2. Indukcios feltevés: n-re az allitas igaz (p feltevés).

3. Indukciés allitas: (n + 1)-re az allitas igaz (q allitas).

4. Az implikacié bizonyitasa: p = ¢.

A 3. és 4. 1épést egylitt indukcids kdvetkeztetésnek vagy n-rél (n+1)-re valo kdvetkeztetésnek nevezziik.

1 1 1 1 n
B Bi itandé n = = képlet.
izonyitando az s 1.2+2.3+3_4+ +n(n+1) 1 éple
Az indukcios bizonyitas 1épései a kovetkezdk:
1 1
l.n=1: 51 = T2-1 1 nyilvanvaléan igaz.
0 1 n 1 n 1 T 1 " eliesilionn > 1 esetd
. Sy = = eljesiiljon n > 1 esetén.
1.2 2.3 3.4 nn+1) n+1 0
1
3. A 2. alatti feltevés mellett meg kell mutatni, hogy s, = n _—:: 5"
n
4. Bi it4 ! + ! + ! +- ! + ! + !
. Bizonyités: s,,1 = = 5, =
Y 1T 12723731 nn+1)  (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
n 1 n?+2n+1 (n+1?  n+l1

n+1+(n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2
1.1.2.4. Konstruktiv bizonyitas

Egy egzisztencia bizonyitasrol akkor mondjak, hogy konstruktiv, ha eljarast is ad a keresett matematikai
objektum elgallitasara.

B Konstruktiv bizonyitasra példa az euklideszi algoritmus, amely azaltal bizonyitja két egész szam
legnagyobb kozos osztojanak 1étezését, hogy egy eljarast ad a tényleges elGallitasra.

1.1.2.5. Nemkonstruktiv bizonyitas

Nemkonstruktiv egzisztenciabizonyitasra példa az ERDOS PAL 4altal kezdeményezett un. valoszintiségi
modszer, amellyel gy bizonyitjuk példaul adott tulajdonsagnu graf 1étezését, hogy leszamlaljuk a ke-
resett tulajdonsaggal nem rendelkezé grafokat és a kapott fels§ becslés adja, hogy ezek nem lehetnek
annyian, mint az 6sszes szobajove graf.




1.1.3. Osszegek és szorzatok

1.1.3.1. Osszegek

1. Definicié
Osszegek rovid felirasara a Y szummagelet hasznéljuk:

n

a+as+ ... +a, = Z ay , kiejtve szumma k egyenld 1-t6l n-ig a index k (1.3)
k=1
Ez a rovidités n darab a; tag (k = 1,2,...,n) Osszegét jeloli. A k szamot futdindernek, a szumma

indexének vagy szummdcids vdltozonak nevezziik. Ha a szumma {ires, azaz altalanosabban ), _; a; és

n < [, akkor definici6 szerint a szumma értéke 0.

2. Szamolasi szabalyok

1. Egyenlé tagok Osszege , vagyisay =a,hak =1,2,...

n
E ai = na.
k=1

2. Szorzas konstans tényezdvel

n n
E cap = C E ag .
k=1 k=1

3. Osszeg felbontasa
Zak:Zak—l— Z ap (1<m<mn).
k=1 k=1 k=m-+1

4. Egyenl6 tagszamu 6sszegek Osszeadasa

n

k=1
(az egyenlSség két oldala felcserélhetd).

5. Atszamozas

m+n—1 n n—m-l1

n
E ar = E Ak—m+1 E ar = E Akt+m—1 -
k=1 k=m k=m k=l

6. Osszegzések sorrendjének megforditasa

n n
E ap = E Ap41—k -
k=1 k=1

7. Az 0sszegzések sorrendjének felcserélése kettss Osszegben

iiaik:iiaika

i=1 k=1 k=1 i=1

Z(ak—i—bk—i—ck—i—):Zn:ak+2n:bk+zn:ck+
k=1 k=1 k=1

N

(1.4a)

(1.4b)

(1.4c)

(1.4d)

(1.4e)

(1.4f)

(1.4g)

azaz egy tablazat elemeit 0sszeadhatjuk gy is, hogy elGszor a sorokat 6sszegezziik és tigy is, hogy el6szor

az oszlopokat.



Megjegyzendd, hogy mindezek az 0sszefliggések ,balrol-jobbra” és ,,jobbrol-balra” is hasznalatosak.

1.1.3.2. Szorzatok

1. Definicié
Szorzatok rovid felirasara a [ | produktumgjelet hasznaljuk:

a1as . .. A, = H ay, , kiejtve produktum k egyenls 1-t6l n-ig a index k (1.5)
k=1
Ez a rovidités n darab ay tényezs (k = 1,2,...,n) szorzatat jeloli. A k szamot futdindeznek vagy a

produktum inderének nevezzik. Itt az lires produktum értéke definicié szerint 1.
2. Szamolasi szabalyok
1. Egyenlés tényezsk szorzata , vagyisay = a,hak =1,2,... n:

Hak =a". (1.6a)
k=1

2. Konstans tényezd kiemelése

H(cak) =" H ay . (1.6b)
k=1 k=1
3. Felbontés részszorzatokra

Hak—Hak H ag (1<m<mn). (1.6¢)

k=1 k=m+1
4. Egyenlo tagszamu szorzatok szorzata

Hakbkck .. HakkuHck (16(31)
k=1 k=1 k=1

k=1
(az egyenlSség két oldala felcserélhetd).

5. Atszamozas
m+4n—1 n—m-l1

H@kz H Ak—m—+1, Hak H 1 - (1.6e)
k=1 k=i

6. Szorzat sorrend_]enek megfordltasa

H A = H Ap+1—k- (16f)
k=1 k=1
7. A szorzasok felcserélése kettss szorzatban

n m m n
HHaikz = HHaika (1.6g)
i=1 k=1 k=1 i=1
lasd az el6z6 alpont (1.1.3.1.) 7. szabalya utani megjegyzést.
Lathato, hogy a szumméra és a produktumra vonatkozo szabalyok paronként megfeleltethetdk és ter-
mészetesen ez utoébbiak is mindkét iranyban hasznalatosak.

1.1.4. Hatvanyok, gyokok, logaritmusok
1.1.4.1. Hatvanyok

A hatvanyozdst, mint miiveletet az a” frasmoddal jeloljik. Az a szam neve alap, x neve kitevd, végiil

a” neve hatvany. A hatvany definici6jat az 1.1. tablazat adja meg. Hatvanyokra, figyelemmel az alap
és a kitevd értelmezési tartomanyéara, a kovetkez6 szamolasi szabalyok érvényesek:



1.1. tablazat. A hatvany definicidja

alap a kitevd x hatvdany a*
0 1
tetszGleges valos, 20 | n=1,2,3,... a"=g-a-a-...-q (a azn-ediken)
—_—
n tényezd
1
n=-1,-2-3,... | a"=—
a*'ﬂ
racionélis: b ai = /ap
q
pozitiv valos (p, q egész, ¢ > 0) | (¢-adik gyok a a p-ediken)
irracionalis:
lim Pk lim aZ_:
k—oo Q. k—o0
0 pozitiv 0
0 0 1
a®a? =a"", a":a? =0a""Y (hada’ #0), (1.7)
a®b® = (ab)®, a”:b" = (%) (ha b* # 0), (1.8)
(") = (a¥)" = a™, (1.9)
a” = "™ (a>0). (1.10)

Itt In a az a szam természetes logaritmusa, és e = 2,718281828459 ... ennek a logaritmusnak az alapja.
Egy speciélis hatvany a kovetkezs:

+1, han péros,

(=)= { —1, ha n paratlan. (1.11)
Ne felejtsiik el, hogy a® = 1.
1.1.4.2. Gyoksk
Az 1.1. tablazattal 6sszhangban az

Va (a>0, valés; n > 0, egész) (1.12a)

pozitiv szamot az a szdm n-edik gyckének mondjuk. Kiszamitasanal gyokvondsrol beszéliink, és az
a szamot gyokjel alatti mennyiségnek, n-et pedig gyokkitevdnek hivjuk. A 2. és a 3. gyokdt négyzet-
gyoknek, ill. kobgyoknek is nevezziik.

Az

n

" = a (a valos vagy komplex, n > 0, egész) (1.12Db)

egyenlet megoldasat gyakran az x = {/a alakban irjuk; ez az elallitas n szamu z; értéket képvisel,
amelyeket negativ vagy komplex a érték esetén (1.133b) szerint (lasd 38. old.) kell kiszamitani.



B Az 2 = —8 egyenlet harom gydke x1 = 1 +1v/3, 29 = —2és 13 = 1 —iV/3.
1.1.4.3. Logaritmusok

1. Definicié Az x > 0szam b > 0, b # 1 alapra vonatkozd logaritmusdn, képletben: u = log, x, azt
a kitevét értjiik, amelyre a b alapot hatvanyozni kell, hogy az x szdmot kapjuk. Tehat a

b =2 (1.13a) egyenletbdl kovetkezik logy z = u, (1.13b)
és megforditva: a mésodik egyenletbdl kovetkezik az elsd. Specialisan
log, 1 =0, log,b=1. (1.13c)

A logaritmus negativ argumentumokra valo kiterjesztéséhez a komplex szamokra van sziikség.

Egy adott mennyiség logaritmusanak megallapitasat logaritmuskeresésnek nevezziik. Igy hivhatjuk
még egy logaritmust tartalmazo kifejezésnek az (1.14a, 1.14b) képletek szerinti atalakitasat is. Egy
mennyiségnek logaritmusabol valé meghatarozasat hatvdnyozdsnak nevezziik.

2. A logaritmusok néhany tulajdonsaga

1. Minden pozitiv szamnak van tetszéleges pozitiv alapra vonatkozo logaritmusa, kivéve ha a b alap
=1.

2. Egy kozos b alapra vonatkozo logaritmusokra a kovetkezd szamolasi szabalyok érvényesek (az alapot
most elhagytuk):

log (zy) = logx 4+ logy, log (5) =logz —logy, (1.14a)

1
logz™ =nlogz, specidlisan log /z = —logx. (1.14b)
n

Ahhoz, hogy (1.14a, 1.14b) segitségével Osszegek és kiilonbségek logaritmuséat meg tudjuk keresni, els-
szOr szorzatta vagy hanyadossa kell 6ket atalakitani, ha lehet.

32y
2zu3

1
=log3 + 2logz + glogy—logQ—logz—Slogu.

HA

kifejezés logaritmusédnak meghatarozasa: log Y log (SJE2 \3/§) — log (2zu?) =

2zu3

Gyakran van sziikség a forditott atalakitasra, vagyis kiilonb6zé mennyiségek logaritmusait tartalmazoé
kifejezés elGallitasara egyetlen kifejezés logaritmusaként.

373y

2zu3
3. A kiilonbo6z6 alapt logaritmusok aranyosak egymassal, igyhogy az a alapra vonatkozé logaritmusok

igy szamithatok ki b alapu logaritmusok segitségével:

1
| 10g3+210g9c+glogy—log2—logz—3logu:log

log, © = Mlog, z, ahol M =log,b= (1.15)

log, a
Az M szamot transzforméaciés modulusnak is hivjak.

1.1.4.4. Specialis logaritmusok

1. A 10 alapszamra vonatkozo logaritmusokat tizes alapi vagy BRIGGS-féle logaritmusoknak nevezziik.
Jeloléstik:

log,px =1lgx, ésfennall lg(z10%) =a+lgx. (1.16)

2. Az e alapszamra vonatkozo logaritmusokat természetes vagy NAPIER-féle logaritmusoknak nevez-
ziik. Jelolésiik:

log,z =Inzx. (1.17)
A természetes logaritmusokat tizes alaptiakba atvivé modulus

1
M =lge = —— = 0,4342944819.. .. 1.18




a tizes alapiakat a természetesekbe atvivs pedig

1
M, = U In 10 = 2,3025850930.. .. . (1.19)

3. A 2 alapszamra vonatkozd logaritmusokat kettes alapi logaritmusoknak nevezziik.
Jeloléstik:

logoz =1dx (néha logy,z=1bx). (1.20)
4. A tizes alapi és a természetes logaritmusokrol logaritmustdbldzatok allnak rendelkezésre. Ezeket ko-
rabban elGszeretettel alkalmaztak hatvanyok kiszamolaséra vagy szorzasok és osztasok elvégzésének
megkonnyitésére. Legtobbszor a tizes alapi logaritmusokat hasznaltak erre a célra. Mara a zsebszdmo-
logépek és személyi szamitogépek a logaritmustablazatokat nagy mértékben kiszoritottak a szdmolas
eszkozei koziil.
Minden pozitiv tizedes tort, vagyis minden valos szam (ebben az 6sszefiiggésben numerusnak is mond-
jak) egy k egész kitevsjt 10* tizes hatvany kiemelésével elsallithato az

r = #10%, ahol 1 <2 < 10 (1.21a)

félig logaritmikus alakban. Itt az & mennyiséget x szamjegyeinek sorozata hatarozza meg, 10* pedig
nagysagrendjét szolgaltatja. Azt kapjuk, hogy

lgx =k+1gz, ahol 0<lgz <1, wvagyis lgz=0,.... (1.21b)
A k szamot karakterisztikdnak, lg T tizedesvesszs utén allo szamjegysorozatat pedig mantisszdnak ne-
vezziik. Utobbit a logaritmustablédzatbdl lehet leolvasni.

B 1g324 = 2,5105, tehat a karakterisztika 2, a mantissza 5105. A 10™-nel valo szorzassal vagy osz-
tassal keletkezd szamok, pl. 3240; 324 000; 3,24; 0,0324 , logaritmusanak mantisszaja ugyanaz, ese-
tiinkben 5105, de karakterisztikdja kiilonboz6. Ezért a logaritmustabldzatokban a mantisszak vannak
feltiintetve. A mantissza leolvasasanal sem a tizedesvesszs helyét, sem a szamtol balra vagy jobbra allo
nullédkat (beleértve a tizedesvesszé el6tti nullat) nem kell figyelembe venni. Ezek meghatarozott x nu-
merushoz tartozo k karakterisztika megéllapitasanal jatszanak szerepet.

A logaritmuson kiviil igen fontos szamolasi segédeszkoz volt a logarléc. A logarléc miikodésének alapja
az (1.14a) képlet, amely lehet&vé teszi, hogy szorzasokat és osztésokat Osszeadas és kivonas atjan vé-
gezzink el. Ezért a logarlécen a szakaszok logaritmikus 1éptékben vannak feltiintetve (lasd Skéla- és
fiiggvénypapirok, 118. old.), igyhogy az emlitett szamolasi miiveletek szakaszok , Osszeadésara” és ,ki-
vonasara” vezethetSk vissza.

1.1.5. Algebrai kifejezések
1.1.5.1. Definiciék

1. Algebrai kifejezésiek neveziink egy vagy tobb algebrai mennyiséget, pl. szdmot vagy betiiszim-
bolumot, amelyeket miveleti jelek, pl. +, —, -, :, N sth., valamint az algebrai miiveletek végrehajtasi

sorrendjének meghatéarozaséara szolgalo kiilonféle zarojelek kapcsolnak ossze.

2. Azonossag azolyan egyenlGségi kapcsolat két algebrai kifejezés kozott, amely érvényben marad,
ha a benne szerepls betiiszimbolumokat tetszéleges szamértékekkel helyettesitjiik.

3. Egyenletnek neveziink egy egyenléségi kapcsolatot két algebrai kifejezés kozott, ha a kapcsolat
(az azonossag esetétdl eltérden) csak egyes specidlis értékek behelyettesitése esetén marad érvényes.
Példaul az egyazon valtozo két fiiggvénye kozotti

Fla) = f(x) (1.22)
egyenldségi kapcsolatot akkor mondjuk egyismeretlenes egyenletnek, ha csak a valtozo meghatarozott
értékei mellett teljesiil. Ha az egyenl@ségi kapcsolat az x valtozo tetszdleges értéke mellett igaz marad,
akkor azonossagnak nevezziik, vagy azt mondjuk, hogy az egyenlet azonosan teljesiil.

4. Azonos atalakitas algebrai kifejezést mésik, vele azonosan egyenld kifejezésbe visz at. Az ilyen
atalakitasok a kovetett céltol fliggGen kiilonbozsk lehetnek. Példaul segitségiikkel révidebb kifejezé-
seket nyerhetiink, és igy konnyebben helyettesithetiink be szamokat vagy végezhetiink tovabbi szé-



molasokat. Maskor olyan atalakitasra van sziikségiink, amelynek végeredménye kiilondsen alkalmas
egyenletmegoldasra, logaritmuskeresésre, differencidlasra, integralasra stb.

1.1.5.2. Az algebrai kifejezések osztalyozasa

1. Fdémennyiségek Fdmennyiségeknek nevezziik azokat az altalanos szamokat (bettiszimbo6lumo-
kat), amelyek szerint az algebrai kifejezések osztalyozasa torténik; ezeket minden egyes esetben kiilon
kell megallapitani. Fiiggvények esetén a fliggetlen valtozok a fémennyiségek. A tobbi, szamokkal még be
nem helyettesitett mennyiségek a kifejezés paraméterei. Egyes kifejezésekben a paramétereket egyiitt-
hatoknak nevezik.

B Egyiitthatok 1épnek fel pl. polinomokban, FOURIER-sorokban és lineéris differencialegyenletekben.
Egy kifejezés attol fliggden tartozik az egyik vagy masik osztalyhoz, hogy fémennyiségein milyen mt-

veleteket kell végrehajtani. A f6mennyiségeket tobbnyire az abécé utolsé betdivel: z, y, z, u, v, ..., a
paramétereket az els6 bettikkel: a, b, ¢, ... jeloljik. Az m, n, p, ... betiiket pozitiv egész paraméterér-

tékekre, pl. Osszegzési és iteracios indexekre hasznaljuk leginkabb.

2. Racionalis egész kifejezések azok, amelyekben a fémennyiségek 6sszeadasa, kivonasa és szor-
zésa, beleértve a nemnegativ egész kitevGji hatvanyozast, fordul csak el6.

3. Racionalis tortkifejezések aracionalis egész kifejezéseknél emlitett miiveleteken kiviil a fémeny-
nyiségekkel valo osztast is tartalmaznak, beleértve a negativ egész kitevsji hatvanyozast és esetenként
a f6mennyiségek racionalis egész kifejezéseivel vald osztast.

4. Irraciondlis kifejezések jellemzdje a gyokvonas, vagyis a tortkitevsjd hatvanyozas, pontosabban
a fémennyiségek racionalis egész vagy tortkifejezéseibdl valo gyokvonés.

5. Transzcendens kifejezések, vagyis exponencialis, logaritmikus és trigonometrikus kifejezések:
olyan algebrai kifejezéseket tartalmaznak, amelyeknél a fémennyiségek kitevében, logaritmusjel alatt
vagy szogfiiggvények argumentumaként szerepelnek.

1.1.6. Racionalis egész kifejezések
1.1.6.1. Elsallitas polinomalakban

Minden racionéalis egész kifejezést elemi atalakitasok, vagyis egynemt tagok dsszevonasa, egytagu ki-
fejezések és polinomok 6sszeadasa, kivonasa és szorzasa révén polinomként lehet elGallitani.

B (—a® + 2a%r — 23)(4a® + 8ax) + (a®2® + 2a*2® — 4ax?) — (a® + 4az?® — dax?) =

= —4a® + 8a'y — 4a*x® — 8a’x + 16a32? — Sax? + a®x? + 2a*2® — 4az* — a® — 4a>2? + dax? =

= —5a® + 13a®2? — 2a%x® — Sax?.

1.1.6.2. Polinom felbontasa tényezb&kre

A polinomok sok esetben elGallithatok egytagu kifejezések és polinomok szorzataként. Ehhez segéd-
eszkozil a kiemelés és csoportositdas, specialis képletek, tovabba az egyenletek dltaldnos tulajdonsdgar
szolgélnak.

B A: Kiemelés: 8azx?y — 6bz3y? + dcx® = 22%(4ay — 3bxy? + 2ca®).

B B: Csoportositas: 622 + xy — y?> — 1022 — byz = 622 + 3zy — 22y — 3?> — 1022 — Syz =
=3x(2x+y) —y(2r +y) — 522z +y) = 2z +y)(3z —y — 52).

B C: Egyenlettulajdonsagok alkalmazasa (lasd még 42. old.): P(z) = 25 — 225 + 42 + 223 — 522

a) x? kiemelése, b) annak megéllapitésa, hogy a; = 1 és as = —1 a P(z) = 0 egyenletnek gyokei.
P(x)-et elosztva az z%(x — 1)(z + 1) = x* — 22 kifejezéssel az 2% — 2x + 5 hanyadost kapjuk. Ezt
mar nem lehet tovabbi valos tényezdékre felbontani, mert p = —2, ¢ = 5, % — q < 0, tehat adodik:

28 — 22° + 4at 4 223 — 52? = 2% (v — 1)(z + 1)(2* — 22+ 5).
1.1.6.3. Specialis képletek

(x £9)* = 2% + 2zy + 9%, (1.23)
(x+y+2)?=a"+y°+ 2%+ 22y + 222 + 2yz, (1.24)




(+y+z+-+t+ul =+ +22 4+ +t7+d* +

. +2xy +2xz 4 -+ 2xu+ 2yz + -+ 2yu + - - - + 2tu, (1.25)
(x £19)* = 2° + 322y + 3zy® £ 4> (1.26)
Az (z £ y)" kifejezést a binomialis tétellel lehet kiszamitani (lasd (1.31a)—(1.31d)).
(z+y)(z—y) =2 =y, (1.27)
l’m : z _ xn—l + :En—Zy R xyn—Q + yn—l ’ (128)
Ty _ o' — " Py o —ay" 2 49"t (csak paratlan n-re), (1.29)
Tty
A 2" Py 4+ ay" 2 —y" 1 (csak paros n-re). (1.30)
Tty

1.1.6.4. Binomidlis tétel
1. Elsé binomialis képlet Az

—1 —1)(n—2

(CL + b)n — an + nanflb 4 n<n2| )an72b2 4 n(” 3)[(” )
—1)...(n— 1

n(n — 1) (|n e (1.31a)

m!

képletet binomidlis tételnek nevezziik. A tétel minden valds vagy komplex a és b szamra, tovabba min-

denn = 1,2,... értékre érvényes. A révidebb frasmod kedvéért specidlis egytitthatokat vezettek be, a
binomidlis egytitthatokat (lasd (1.32a)):

n __ n n n n—1 n n—2 2| n n—=313, ... n n—1 n n
(a+b) —<0>a —1—(1>a b+(2)a b .+(3)a b+ +(n_1)ab —i—<n)b (1.31Db)

- (a+b)" = Xn: <Z) a" k. (1.31c)

k=0

2. Masodik binomialis képlet Ha az (1.31a)—(1.31c) képletekben a b szamot a —b szammal helyet-
tesitjiik, kapjuk a mdsodik binomidlis képletet:

a3 +

—1 —1 —
(a o b)n = q" — nan—lb + n(n )an—2b2 o n(n )(n 2)0,n_3b3 +

2l 3!
+ot (_1)mn(n - m(|n —mt 1>a"_mbm + -+ (—=1)"D" vagy

(a—b)" =3 (Z) (—1)ka"Fb". (1.31d)
k=0

3. Binomialis egyiitthatok Ha n és k nemnegativ egész szam, az

(Z) - (R_L;{:)W 0<k<n). (1.32a)

kifejezést binomidlis egyiitthatonak nevezziik. Itt n! a pozitiv egész szdmok szorzata 1-t6l n-ig, amelyet
faktoridlisnak hivunk:

nl=1-2-3-...-n (n=1,2,...). (1.32Db)
Definicioként
ol=1. (1.32¢)

A binomialis egyiitthatok értékét az tigynevezett PASCAL-hdromszogbdl lehet leolvasni:



n Egytitthatok

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7 T 7 7 1 7 T

I I GG I (G

Minden sorban az els§ és az utolsd szam definicio szerint 1; az elrendezésben szereplé minden mas
egyiitthatoérték a folotte balra és jobbra allo szam Osszegeként adodik. A binomialis egytitthatokat a
kovetkezs képletek segitségével lehet kiszamitani:

n n n!
k) \n—k) K-k 1.
( ) ( k’) E( k)! (1.33a)

(g) - b (T) - (Z) = (1.33b)
()= @)+ )= () ) 19
(n?) B %(g) | (1.33d)
(k-nu) - Zj@ | (1.33¢)
(ZE) N (kil) * (Z) ' (1.33f)

Megjegyzés: Tetszb6leges valos a szamra a binomialis egyiitthato kiterjesztett definicidja a kovetkezd:

(a) _ale—1)(@=2)-(a—k+1)

i (k> 0, egész),

(3‘) —1. (1.34)

NG EE CECE IS
3! 16

4. A binomialis egyiitthatok tulajdonsagai

e A binomialis egyiitthatok az (1.31a) binomialis képlet kozepéig névekszenek, onnan kezdve pedig

csokkennek.

e Azon tagok binomiélis egyiitthatoja, amelyek a binomialis képlet elejétdl, ill. végétsl egyenld tavol-

sdgra vannak, egymassal egyenld.

e Az n kitev6hoz tartozo binomialis képletben a binomialis egyiitthatok osszege 2™ .

e A paratlan sorszamu helyen all6 binomiélis egyiitthatok dsszege egyenls a paros sorszamu helyen

allok Osszegével.

5. Binomialis sor A binomialis tétel (1.31a) képletét negativ és tortkitevokre is ki lehet terjeszteni.

A'|b| < aesetben (a+b)* értékét (1.31c) mintajara egy konvergens végtelen sor, a binomidlis sor (lasd




még 1042. old.) adja meg:

T __ - T rz—kik __ «x z—1 I(ZE— 1) x—2712 I(ZE— 1)(%-2) r—31.3
(a+0) —kZ:O <k)a b*=a" + za b+Ta b + a0 a® b’ + -+ (1.35)

1.1.6.5. Két polinom legnagyobb ko6zos oszt6janak meghatarozasa

1. Oszt6 és tobbszorés A P(z) polinom oszthato a Q(z) (Q(x) # 0) polinommal, ha létezik olyan
T'(x) polinom, amelyre
P
P(z) = T(z)Q(x) és ekkor QE:C; = T(z) (1.36)
x

Ha a P(x) polinom oszthato a Q(z) polinommal, akkor azt mondjuk, hogy Q(z) a P(z)-nek osztdja, és
hogy P(z) a Q(x)-nek tobbszordse.
2. Legnagyobb k6z6s 0szt6 Minden polinomot, amely a P(z) és a Q(x) polinom kozds osztoja, és
amely ugyanakkor e két polinom minden més kozos osztojanak tobbszorose, a P(z) és a Q(x) polinom
legnagyobb kozds osztdjanak neveziink és LNKO(P, @)-val jeloliink.

B Px)=(r—1)>%*(z—-2)(z—4), Qz)=(z—1)*(z —2)(z — 3) = LNKO(P,Q) = (z — 1)*(z — 2)..

Ha P(x)-nek és Q(x)-nek nincs kozos polinomtényezdje, akkor relativ primeknek mondjuk Sket. Ilyen-
kor a legnagyobb kozds 0szté barmely konstans.

3. Euklideszi algoritmus Az euklideszi algoritmus két polinom, P(z) és Q(x) legnagyobb kézos
osztojanak meghatarozasara szolgalé modszer. P(z) legyen n-edfokt, Q(z) pedig m-edfoku, és tegytik
fel, hogy n > m > 0. Elvégezziik a kovetkezs osztésokat:

a) A P(z) polinomot elosztva a Q(z) polinommal egy T} (x) hanyadost és egy R; (x) maradékot kapunk:

P(z) = Q(z)T1(x) + Ry(x). (1.37a)
b) A Q(z) polinomot elosztva az R (x) polinommal egy T5(x) hanyadost és egy Ry(z) maradékot ka-
punk:

Q(z) = Ri(2)T2(x) + Ra(x), (1.37b)
c) Az R, (z) polinomot elosztva az Ry(x) polinommal egy T5(x)-et és egy Rs(x)-et kapunk, sth. Ekkor

a két polinom legnagyobb kozos osztodja az utolsd, 0-t0l kiilénb6z6 Ry (x) maradék. A modszer a termé-
szetes szamok aritmetikajabol ismert (lasd 328. old.).

A legnagyobb kozos oszté meghatéarozasa pl. egyenletek megoldésa soran hasznalhato, nevezetesen a
tobbszoros gyokok levalasztasanal és a STURM-mddszer alkalmazasanal (1asd 44. old.).

1.1.7. Racionalis tortkifejezések

1.1.7.1. Visszavezetés a legegyszertibb alakra

Minden racionalis tortkifejezés felirhato két relativ prim polinom hényadosaként. Ehhez csak elemi
atalakitasokra van sziikség, nevezetesen polinomok és tortek Osszeadaséara, kivonaséara, szorzasara és
osztésara, valamint tortek egyszertsitésére.

2
3x + Tty

| —Zl — 2+ Tz legegyszeriibb alakjanak megkeresése:
z <x2 + —) ‘
22

(3zz + 22 + y)2? N —yz4 x4z 3w+ 2222y + (32 +x)(—yPz +u + 2)

(2322 + 7))z 2 323 + xz
w23 4 2222 + y2? — 23223 — ayPr +at? 2+ 238 4 2z

33 . Itt a szamlalo és a nevezd mar relativ
xr°z° +xz




primek, mert az xz tag a nevezében is szerepel.

1.1.7.2. A racionalis egész rész meghatarozasa

Két, k6zos x fémennyiséggel rendelkezd polinom hanyadosat valddi tortnek nevezziik, ha a szamléloban
all6 polinom alacsonyabb foki, mint a nevezében allo. Ellenkezs esetben dltortrsl beszéliink. Minden
altort felbonthato egy valodi tort és egy polinom Osszegére azaltal, hogy a szamlalopolinomot elosztjuk
a nevezépolinommal, vagyis levalasztjuk a racionalis egész részt, tehat a kiillonbség 0-hoz tart és emiatt
az aszimptotikus kozelités az aszimptota altalanositasa.

324 — 10az® + 22a%x? — 24a3x + 10a*

W R(z) = PR ——— racionélis egész részének meghatarozasa:
22 — 2ax + 3a
—2a3r — Ha*

(3xt—10ax3+22a%*x*—24a3x +10a) : (2* — 2ax + 3a?) = 32% — dax + 5a® +
x? — 2ax — 3a?
3zt~ 6ar3+ 9az?

— dax3+13a%22—24a3x
— dax’+ 8a’r’—12a3x

5a2x?—12a3x +10a*
5a2x?—10a3x +15a*

— 2a3x— bHa'. R(z) = 32 — 4ax + 5a* +

—2a®x — Hat

2 — 2ax + 3a?
Egy R(z) racionalis altort fliggvény racionalis egész részét R(x) aszimptotikus kozelitésének is mondjuk,
mert |z| nagy értékeire R(x) ugy viselkedik, mint ez a polinomialis rész.

1.1.7.3. Parcialis tortekre bontas

Minden
P(z) A" + ap1 2" 4 a1+ ag
e B n<m 1.38
( ) Q(:C> bmxm + bmflmmfl 44 blx + bO ( ) ( )
racionalis valodi tortfiiggvény egyértelmien felbonthato
A Cz+ D
| T (1.39)

— &5
xr —ak (22 +pr+q)™
alaku parcialis tortek 6sszegére, ahol a, p,q és A, C, D valos szamok. Ezt a kovetkez6képpen érjiik el:

1. A nevezdpolinom b, egytitthatojat 1-re valtoztatjuk azaltal, hogy (1.38) nevezgjét és szamlalojat
elosztjuk b,, eredeti értékével.

2. A (1.160) képlet (1asd 43. old.) szerint felirjuk a Q(z) nevez&polinom gyoktényezss elgallitasat:
Q(r) = (x — ozl)kl(x — Oég)k2 s (x— al)kl
-(a:2 + prx + ql)ml(ac2 + pox + qo)™% - - (ZL‘2 +px+q)". (1.40)

[tt aq, g, . ..,y a Q(x) polinom [ darab valos gyoke. Ezeken kiviil Q(x)-nek van r par konjugalt komp-
lex zérushelye is, amelyek az 2® + p;z +¢; (i = 1,2, ...,7) masodfoku tényezsk gydkeiként adodnak.

N 2
A p;, q; szamok valosak, és fennall (%) —q; <0.

3. A parcidlis tortekre bontds probakifejezése a kovetkezd:

P(z) A" + ap 12" N+ arx + ag
Qz)  (z—ay)kb(z — ag)ke- - (a2 + pra + qu)™ (42 + pox + ga)™ - - -
Ay Ay Ay,
_x_al—’—(x_a1)2—’—.-.+m+...
By By By,

2
x—a2+(x—a2)2+ +($—a2)’f2+




Cll‘ + D1 CQZE + D2 i lel‘ + Dm1

2iprt+q @ rpr+q)? (@ pr+q)m™
FEix+ F Esx + F E, x+ F,
- 1 1 - 2 2 . I - 2 2 (141>
224+ por 4+ qo (22 + pax + @) (22 4 pow + q2)™2
4. Az Ay, Ay, ..., F1, F, ... konstansok meghatérozasa céljabol az (1.41) probakifejezést megszoroz-

zuk a Q(z) polinommal, majd 6sszehasonlitjuk P(x)-et és a most kapott Z(z) polinomot. Fennall
Z(x) = P(x). A Z(x) polinomot z hatvanyai szerint rendezziik, majd Z(z) és P(z) azonos hatva-
nyainak egytitthatoit egyenlévé tessziik (egyiitthatd-dsszehasonlitdas vagy a hatdrozatlan egyitthatok
mddszere).
B A 6x23—x—|—1 _ é+ B N ¢ _ A(x2—1)+Bx(x+1)+C'x(x—1).

-z r x—1 x+1 x(z? —1)
Az egyenlet bal és jobb oldalanak szamlalojaban x azonos hatvanyainak egytitthatoit egyenlévé téve
ab=A+B+C,-1=B—-C,1=—A, egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldésa A = —1,
B=3,C=4.

T + 1 Al B1 B2 B3 . , s .
H B: m = + — + e + o1 Az Ay, By, By, B; egyiitthatok meghatarozasa
a hatarozatlan egyiitthatok modszerével torténik.
S5x2 — 4z + 16 A D E D E.
HC: ’ v = + il + 2 B 5- Az A, Dy, Ey, D, Ey egytitthatok

(x—=3)(22—2+1)2 -3 22—2+1 (22—x+1)
meghatéarozasa a hatarozatlan egyiitthatok moédszerével torténik.

Megjegyzés: Ha a Q(z) nevezépolinomnak csak az aq, ag, . .., ay, valos és egyszeres gyokei vannak,
akkor az (1.41) probakifejezés alakja
P A SR A A A,
(ZL‘): a,x"” + +a1z+a0 _ 1 i 2 N ’ (142>
Q) (r—-—a)(z—a) - (r—an) T—ap T—ay T — Qp
és az egylitthatok a kovetkez6képpen hatarozhatok meg:
P(ay) P(as) P(an,)
A = , = , e, A= . 1.43
o7 R T () (149)
d
(1.43) nevezdiben a d—Q derivalt x = ay, 2 = g, ...,z = «,, helyeken felvett értékei allnak.
x
62> —x+1 A B C .
| ﬂ:;+x—l x—ﬂ,oq:O,a2:+1esa3:—1;P(I):6x2—x+1,Q’(x) =
P(0) P(1) P(-1) P(z) 1 3 4
:3$2—1,A: :—1,B: =3¢é(C = =4, = —— 4+ + .
Q'(0) Q'(1) Q'(-1) Q(x) ror—1 z+1
Ugyanaz a megoldéas adodik, mint az A példaban.
1.1.7.4. Aranyossagok atalakitasa
Az
a_c (1.44a) aranyossagbol kovetkezik — ad = be, a_?b : d_ E, b_d (1.44Db)
b d c d b «a a c
és az
+b +d +b +d + b+d b d
ab :Cd , aa :CC , acc: 7 ésa#b,c;édeseténz—l_bzii—d (1.44c¢)
levezetett aranyossagok. Az
aq . a9 . (07%

T (1.45a)  aranyossagokbol by + by + - - - + by, # 0 esetén kivetkezik
1 2 n



ap+ax+---+ta, @
by +by+---+ by, by

(1.45b)

1.1.8. Irracionalis kifejezések

Az irracionalis kifejezések altalaban egyszertibb alakra hozhatok, mégpedig a) a kitevs egyszertisitésé-
vel, b) a gyokjel elé torténd kiemeléssel és ¢) a nevezd gyoktelenitésével.

1. AkitevGegyszeriisitése A kitevdt ugy lehet egyszerisiteni, hogy a gyokjel alatt allo mennyiséget
tényezskre bontjuk, majd a gyokkitevét és a gyokjel alatt 4ll6 mennyiség minden tényezdjének kitevGjét
elosztjuk ezen 0sszes kitevs legnagyobb kozos osztojaval.

B /16(x'2 — 2210 4 210) = $/42 - 252(x — 1)2 = {/dab(z —1).
2. A nevezd gyoOktelenitése A nevezd gydktelenitésére kiilonb6z6 modszerek vannak, amelyekben
az a kozos, hogy bévitjiik a tortet.

2 V2 2xy? /2xy?
N R e A mB: ¢ - e vz , tehat azonos atalakita-
2y 4yy? 2y 4y 22 8y323 2yz

sokkal megprobaljuk a nevezét ugyanannyiadik hatvanyra atirni, ahdnyadik gyckot kell vonni.

mC 1 _ T —=\/y _ T N
tHVy o (V) (e -y ety

D I ©? — Yy + /y? B z? — Yy + /y?

£C+\3/§ (x_i_\?/g)(IQ_x\g/g_i_ 3/,y2> x3+y

leteket felhasznalva bovitiink.

, tehat az 1.1.6.3. specialis kép-

3. A hatvanyok és gyokok legegyszeriibb alakja Rendszerint a hatvanyokat és gyokoket is a
legegyszeriibb alakra hozzuk.

H A il/ 81z° \/ 92? 3uyx 32/2(V2 + /7) B 3227 + 322
A\ _ ‘

V2-v2)? V2—-yz = 2-x 2—u
H B: <\/E+ Va+ Vad + V¥ :1:7) <\/_— Yo+ Vr— ¥V £L’5> = (212 + 223 + 23/% 4 2T12) (212 —
ZU3 g  gB2) =y T/6 4 g/ 4 p1312  g5/6 g 1312 p11/12 4 g3/4 4 p11/12 gy

56 _ p11/12 _ Q1312 _ o 7/6 o 05/4 _ p13/12 _ p01/12 4 o3/4 W05 RT3 N/ s
$3/4(1 VLR VE w1/2) — Y3 (1— ¥z —z+ /7).

1.2. Végessorok

VI-Va) )

1.2.1. A véges sor definicigja

Véges soron az

n

sn:a0+a1+a2—|—~--—|—an:Zai (1.46)
i=0
Osszeget értjiik, amelynek az 0sszeadandoit altaldban egy meghatarozott szabaly szerint kell képezni.
Az a; (i=0,1,2,...,n) osszeadandok szamok, amelyeket a sor tagjainak neveziink.

1.2.2. Szamtani sorok

1. Els6rendi szamtani sor
az olyan (1.46) sor, amelynél két egymast kovets osszeadando kiilonbsége konstans, vagyis

Aai = Qj11 — Q; = d = const s tehat a; = ag + id. (147&)




Ennélfogva

Sp=ag + (ag+d) + (ap + 2d) + - - - + (ag + nd), (1.47Db)
n 1
oy =2 ; (4 1) = %(an +nd) . (1.47¢)
2. k-adrendi szaAmtani sor
az olyan sor, amelynél az ag, a1, as, . . ., a, sorozat k-adik differenciaibol, a A¥a; szamokbol all6 sorozat
konstans. A magasabbrendi differenciakat rekurziv moédon, a
Aa;=A"a — A e, (v=2,3,...,k) (1.48a)

elsiras alapjan képezziik. Ezek konnyen nyerhetSk a kovetkezs differenciasémdbol (haromszog-elren-
dezéshol):

Qo
ACLQ
aq A26L0
A(Zl ABCLO
a9 A26L1 . Akao
A(ZQ A3a1
as AQCLQ . Ak(ll . (148b)
. : : Arag
Akan_k .
A3an_3 .-
AQCLH,Q
Aan—l
ap .
Ekkor a tagokra és az Osszegre fennall
a; = ag + (i) Aagy + (;) Aag+ -+ (;) Afay (i=1,2,...,n), (1.48¢)
n—+1 n+1 n+1 n+1
Sy = ( ) )a0—|— ( 5 )Aao—i— ( 5 )A2a0 4ot (kJr 1)Aka0. (1.48d)

1.2.3. Meértani sor

Az (1.46) Gsszeget mértani sornak nevezziik, ha két egymast kovets tag hanyadosa konstans, vagyis
ha

i1 _ g = const, tehat a; = aoq". (1.49a)
a;
Ekkor
qn+1 .
Sp=(n+1)ap ha ¢g=1. (1.49¢)

Ha a sor végtelen sok taghol 4ll, akkor végtelen mértani sort kapunk, amelynek |g| < 1 esetén az Gsszege
ag

s:nli_)rgosn T4 (1.49d)




1.2.4. Specialis véges sorok

n(n+1)

1+2+3+---+(n—1)+n:T, (1.50)
n+1)2p+n
p+(p+1)+(p+2)+---+(p+n):( )ép ), (1.51)
1+3+5+--+2n—=3)+(2n—1) = n?, (1.52)
244464+ 2n—2)+2n=n(n+1), (1.53)
1)(2 1
1219243 g (n— 1) n? = O >6(n+ ). (1.54)
2 1 2
13+23+33+---+(n—1)3+n3:n(n4+ i (1.55)
4n? —1
12+32+52+---+(2n—1)2:%7 (1.56)
PB+3 454+ (2n—1)°% =n*2n* - 1), (1.57)
1)(2 1 2 —1
14+24+34+...+n4:n(n+ )(n+3())(3n +3n ), (1.58)
1 — 1)z n+1
|42+ 302 e gt = LA DT AT (1.59)
(1—x)
1.2.5. Kozépértékek
(lasd még 794. old. és 811. old.)
1.2.5.1. Szamtani kozép
Az n szadmu aq, as, . . ., a, mennyiség szamtani kozepének az
ay+ag+---+ay 1 &
Ty = " = ;ak (1.60a)
kifejezést nevezziik. Két mennyiség, a és b esetén kapjuk:
b
T4 = “; (1.60D)
Az a, x4, b mennyiségek szamtani sorozatot alkotnak.
1.2.5.2. Meértani kozép
Az n szamu nem negativ ai, as, ..., a, mennyiség

mértani kozepének az

p . n o
// \\‘ T = Ja10s...0y, = (H ak> . (161&)
) : k=1
JER N kifejezést nevezziik. Két mennyiség, a és b esetén
a) kapjuk:

1.3. abra. rg = Vab. (1.61b)

Az a, ¢, b mennyiségek mértani sorozatot alkotnak. Ha a és b két megadott szakasz, akkor egy x =
Vv ab hosszusagu szakaszt az 1.3.a vagy az 1.3.b Abran feltiintetett szerkesztéssel lehet meghatarozni.




Egy szakasznak az aranymetszés aranyaban torténd felosztasa (lasd 192. old.) a mértani kozép specialis
esete.

1.2.5.3. Harmonikus kozép

Az n szamu pozitiv aq, as, . . ., a, mennyiség harmonikus kozepének az
—1
1,1 1 1] |11
xg=|—(—+—++— = |- — : 1.62a
i _n(a1+a2+ +an)} [n;ak] ( )
kifejezést nevezziik. Két mennyiség, a és b esetén kapjuk:
[1/1 1\ 2ab
—|Z(Z4z = . 1.62b
t _2(a+b)}  THT T (1.62b)
1.2.5.4. Négyzetes kozép
Az nszamu aqy, as, ..., a, mennyiség négyzetes kozepének az
Lo 5 2 2
kifejezést nevezziik. Két mennyiség, a és b esetén kapjuk:
a® + b?
2o = ; . (1.63b)

A négyzetes kézépnek a megfigyelési hibak elméletében van jelentGsége.

1.2.5.5. A kozépértékek osszehasonlitasa két pozitiva < bmennyiség esetén

b 2ab 2402
Az x4 = @+ . xq =Vab, vy = “ ro = @+ jeloléssel
a

2 +b’ 2
1. a < besetén
a<zg(a,b) <zg(a,b) <xala,b) <zg(a,b) <D, (1.64a)

és ugyanez a sorrend tobb tag esetén is, ha van koztiik legalabb két kiilonboza.
2. a = b esetén
a=T4=2g=2y=2q=>0. (1.64b)

1.3. Pénziigyi matematika

A pénziigyi matematika a szamtani és mértani sorok, vagyis az (1.47a)—(1.47c) és (1.49a)—(1.49d) képle-
tek alkalmazasain nyugszik, de ezek az alkalmazasok a bankiigyben olyan sokrétiiek és specialisak, hogy
egy nagyszamu specialis fogalommal dolgoz6 kiilon diszciplina jott 1étre. Igy a pénziigyi matematika
nemcsak a tékének kamatos kamat és jaradékfizetés révén torténd valtozasat vizsgalja, hanem lényegé-
ben feloleli a kamatszamitas, torlesztésszamitas, részletfizetés- és jaradékszamitas, leirasok, arfolyam-
és redlkamat-szamitas, valamint a befektetéselemzés tertiletét. A kovetkezdkben az alapvets kérdésfel-
tevéseket és megoldasi képleteket ismertetjiik. A pénziigyi matematika teljes spektrumat illetGen be
kell érniink az irodalomra val6 hivatkozassal (lasd [1.2], [1.11]).

A biztositdsi matematika és a kockdzatelmélet, amelyek a valoszintiségszamitas és a matematikai sta-
tisztika modszereire épiilnek, 6nallo diszciplindkat képeznek, és itt nem kertilnek megtargyalasra (lasd
[1.3], [1.4]).

1.3.1. Szazalékszamitas
1. Szazalék A K mennyiség p szdzaléka kifejezés a %K értéket jelenti, ahol a pénziigyi alkalma-
zasok soran K egy t6keosszeg. A szazalék jele %, vagyis fennall

p% = 1i il 1% =0,01. (1.65)

00’



2. Felar Ha K-hoz p% felarat szamitunk, a megnovelt érték

R:K<1+%O> . (1.66) .

P g

Ha a K % felarat az Gj K értékhez viszonyitjuk, akkor a K 100 : K = p : 100 aranyossag alapjan a

K-ban foglalt felar
. p-100
_ 1.67
b 100 +p ( )

szazalék.

B Ha egy aru értéke 200,— Ft és a felar 15%, akkor a végss ar 230,— Ft. Ez az ar a fogyaszto szempont-
15-100

115
3. Arengedmény Ha a K értékbdl p% engedményt nytjtunk, a csokkentett érték
p

f(:K<1— ﬁ> (1.68)

Haa K % engedményt az Gj K értékhez viszonyitjuk, akkor a nydjtott engedmény

p-100
100 — p

jabol p = = 13,04 szazalék felarat tartalmasz.

p= (1.69)

szazalék.

B Legyen az aru értéke 300,— Ft. Ha az engedmény 10%, akkor a fizetendd sszeg 270,— Ft. A vevd
10 - 100

90
1.3.2. Kamatoskamat-szamitas

szempontjabol ez az ar p =

= 11,11 szazalék engedményt tartalmaz.

1. Kamat
A kamat egy hitelért (kolcsonért) fizetendd dij vagy egy kovetelés révén elért bevétel. Egy teljes kamat-
periddusra (&ltalaban 1 évre) befektetett K tékére a kamatperiodus végén
P
100

kamatot fizetnek. Itt p a kamatperiodusra vonatkozé kamatldb, és azt mondjuk, hogy a K tékére p%
kamatot fizetnek.

(1.70)

2. Kamatos kamat

Mivel a t6ke minden kamatperiédus végén megné a kamat Gsszegével, a kovetkezd kamatperiodusban
a befolyt kamat is kamatozik a tékével egyititt. Ezt az egyiittkamatozast kamatos kamatnak nevezziik.
Ha a t6ke kamatos kamattal valtozik, tobb esetet kell megkiilonbdztetni.
1. Egyszeri befizetés Eves tékésités esetén a K téke n év utan a I, végértékre novekszik fel. Az
n-edik év végén fennall

p

K, :K<1+m>n. (1.71)

Rovidség kedvéért bevezetjiik az 1 + 1%;0 = q jelolést, és a q értéket kamattényezdnek nevezziik.

Evesnél gyakoribb tokésitésrdl beszéliink, ha az év m darab egyenld hossziisagt kamatperiodusra van
felosztva, és a kamatot mar minden ilyen kamatperiodus végén hozzairjdk az aktuélis, kezdetben K

t6kéhez. Ekkor a kamatperiddusonkénti kamat Kayiuanis , és n év utan, amelyek mindegyike m

b
100m



kamatperiédusbol &ll, a téke a
p m-n
Ky = K (1 —) 1.72
+ 100m ( )
értékre novekszik fel.

W 5000,- Ft toke, amely évi 7,2%-kal kamatozik, 6 év alatt a) éves tokésités esetén

K = 5000(1+0,072)5 = 7588,20-ra, b) havi tokésités esetén Ko = 5000(1+0,072/12)™ = 7691,74 Ft-
ra novekszik fel.

2. Rendszeres befizetés és tGkésités Egyenls idkozonként egyenls E nagysagi befizetéseket kell
teljesiteni. Az id6kozok meg kell hogy egyezzenek a kamatperiddussal. Ha a befizetés mindig a kamatpe-
riodus elején, ill. végén torténik, eldzetes (praenumerando), ill. utdlagos (postnumerando) befizetésrsl
beszéliink. Az n-edik kamatperiodus végén a szamla egyenlege K, , mégpedig

a) el6zetes befizetésnél: b) utdlagos befizetésnél:
(¢" —1) ¢ -1
Ko =FEq= — (1.73a) 1 (1.73b)

3. Evesnél gyakoribb befizetés és évenkénti tékésités Az évet, ill. a kamatperiodust m darab
egyenld hosszusagu szakaszra bontjuk fel. Minden szakasz elején, ill. végén azonos E Osszeget fizetlink
be, és az az év, ill. a kamatperiodus végéig idGaranyosan kamatozik. Ilyen modon egy év elteltével a K,
egyenleget kapjuk, mégpedig

a) el6zetes befizetésnél: b) utolagos befizetésnél:
(m+1)p (m—1)p
K, =FE — 1.74 K, =FE ——F— . (1.74b
1 {m+ 500 | ¢ (1.74a) 1 m+ s (1.74b)

A masodik évben K teljes egészében kamatozik, ehhez jonnek még az els6 évihez hasonl6 befizetések
és kamatok, agyhogy n év utan, évesnél gyakoribb befizetés és éves t6késités esetén, a K, egyenleg

a) el6zetes befizetésnél: b) utoélagos befizetésnél:
ool P GV ] ek S IS ol O Gl iy (1.75b)
200 qg—1 200 q—1

B Egy betétes p = 5,2 éves kamatlab mellett havonként utolag 1000,— Ft-ot fizet be. Hany év alatt éri
11- 5,2} 1,052" — 1

el az 500 000,—Ft-os egyenleget? Az (1.75b) képlet alapjan 500 000 = 1000 [12 + 500 0052

tehat n = 22,42 év.

1.3.3. Torlesztésszamitas
1.3.3.1. Torlesztés

Torlesztésen a hitel visszafizetését értjiik. Ha nem irjuk el6 masként, feltessziik a kdvetkezdket:
1. Az S addssag megmarado részéért az adostél minden kamatperiodus végén p% kamatot kovetelnek.
2. Az adossag N kamatperiodusnyi futamidg alatt teljes egészében torlesztésre kertil.

Az ados kamatperiodusonkénti terhe tehat kamatokbol és torlesztérészletbdl tevédik ossze. Ha a ka-
matperiodus 1 év, az ados adott évi pénzbeli raforditasat annuitdisnak nevezziik.

s sl

Adoéssagok torlesztésére kiillonbozs lehetdségek vannak. Pl. a visszafizetések torténhetnek a tékésitési
id6pontokban vagy azok kozott, a visszafizetett 0sszegek lehetnek kiilonbozsk vagy az egész futamids
alatt allandoak.

1.3.3.2. Egyenlé torlesztorészletek

A torlesztés évnél (kamatperiodusnal) révidebb idskozokben torténik, de évkozi t6késités és kamatos
kamat a megallapodas szerint nincs. Legyen

e Sazadossag, (kamatperiodusonként p% kamatot kell fizetni az egyes torlesztési idépontokban fenn-
allo adossagok atlaga utan),

e m a torlesztérészletek szama kamatperidédusonként,



e N az évek (kamatperiodusok) szama az adossag végleges torlesztéséig.

S
o T = e torlesztorészlet (allando), .
m
Ezekkel a jelolésekkel az adosnak a torlesztérészletek fizetésén kiviil a kovetkezd kamatterhei vannak:
a) Z, kamat az n-edik kamatperiéodusra: b) Z Osszesitett kamat az S adossag mIN

részletben, N kamatperiodus és p% ka-
Zn = pS [1 ! (n m 1)} , (1.76a) matlab mellett torténd utélagos torleszté-

~ 100 N 2m sénél:
N
pS {N—1 m+1
7 = Zy = — . (1.76b
I R B
B Egy 60 000,~ Ft-os adossag éves kamata 8%. Utolagos torlesz-
téssel 60 honapon 4t mindig 1000, F't-ot torlesztiink. Mekkorak ,
) - . . ,, l.éev: 7y = 4360,— F't
az egyes évek végén felléps kamatok? Az egyes évekre esG kama- 5 v 7o — 2100 Ft
tot az (1.76a) képletbél szamithatjuk ki, ahol S = 60 000, p = &, OVE L= ’
e _ ) PR .. 3.év: Z3= 2440,- Ft
N = 5ésm = 12. Ezek a mellékelt tablazatban vannak feltiin- .
4.év: Zy = 1480, F't
tetve. 5.6v: Zs= 520 Ft
A teljes kamatot (1.76b) segitségével is kiszamithattuk volna: Z = SOV 45 = ’
860000 [5-1 18] o000 o = 12200~ Ft
100 2 24| o
1.3.3.3. Egyenl6 annuitasok
S
Valtozatlanul marad6 T' = —— torlesztorészletek esetén a hozzajovs kamatok az idé mulaséaval csok-

m
kennek (lasd az el6z6 példat). Ezzel szemben annuitdstorlesztés esetén minden kamatfizetési hatarids-
kor Gsszesitve azonos A annuitést, vagyis azonos kamat + torlesztés osszeget kell fizetni. Igy az ados
terhelése az egész torlesztési idészakban allando.
Legyen
e S az adossag (kamatperiodusonként p% kamattal),
e A az annuités egy kamatperiodusra (allando),
e a a torlesztérészlet, ha kamatperiodusonként m torlesztés torténik (allando),

e =1+ %;0 a kamattényezé.

Ezekkel a jelolésekkel az S,, adéssagmaradvany n kamatperiodus utan

m—1)pl ¢" -1
200 ] g—1°

Itt az Sq™ tag az S adossag értékét adja meg kamatos kamattal n kamatperiodus utén (lasd (1.71)),

a masodik tag (1.77)-ben pedig a perioduson beliili a torlesztérészletek Gsszesitett értékét irja le azok
kamatos kamatozasa mellett (1asd az (1.75b) képletet az E = a valasztassal). Az annuitésra fennall

(m —1p
A= —. 1.78
¢ {m 200 (1.78)
Itt A az m-szeri a (kamatozod) részletfizetés osszértéke. (1.78) alapjan A > ma . Mivel feltevés szerint N
kamatperiodus utan a torlesztés véget ér, az (1.77) képletet Sy = 0 mellett alkalmazva és felhasznalva
(1.78)-at kapjuk:

q—1 qg—1
=9 .

v —1 1—q N

Pénziigyi matematikai feladatok megoldasa céljabol (1.79)-et megoldhatjuk az A, S, ¢, N mennyiségek

barmelyikére, ha a tobbiek értéke ismert.

B A: Egy 60 000, Ft-os torlesztéses adossag évi kamata 8%, és 5 év alatt kell torleszteni. Mekkora az

Sp=8¢"—a [m + ( (1.77)

A =S¢V (1.79)



éves A torlesztés és a havi a torlesztérészlet? (1.79)-bdl, ill. (1.78)-bol kapjuk: A= 60 000 _ 008 _

1
1,085
15027,39 Ft, a = %171398 = 1207,99 Ft.
124+ ——
200

B B: Egy S = 100 000,~ Ft nagysagu hitelt rendszeres torlesztéssel 7,5% évi kamat mellett N = 8
év alatt kell visszafizetni. Minden év végén még 5000, Ft-ot kell potlolag torleszteni. Mennyi a havi

torlesztérészlet? Az éves A torlesztés (1.79) szerint A = 100 OOOLZ;) = 17072,70 Ft. Mivel A évi
1—
1,075°

12 darab a nagysagu torlesztérészletbdl és egy évvégi potlolagos 5000,— F't-os befizetéshdl tevidik dssze,

11-
(1.78) segitségével adodik: A = a [12 + 20;’5] + 5000 = 17072,70 . Tehat a havi teher a = 972,62,
Ft.

1.3.4. Jaradékszamitas

1.3.4.1. Jaradék

Jdaradéknak nevezzik azokat a fizetéseket, amelyek szabélyos idékozokben esedékesek; ezek lehetnek
azonos vagy eltéré nagysaguiak, elézetesek vagy utdlagosak. Két esetet kiillonboztetiink meg:

a) Befizetések A jaradékosszegeket folyoszamlara fizetik be, és azok kamatosan kamatoznak. Az 1.3.2.
pont kamatoskamat-szamitasi képletei alkalmazhatok.

b) Visszafizetések A jaradékfizetés egy kamatosan kamatozo t6kébdl torténik. Az 1.3.3. pont tor-
lesztésszamitasi képletei alkalmazhatok, de torlesztés helyett jaradékot értiink. Ha mindig legfeljebb a
keletkez6 kamatot fizetik ki jaradékként, orokjdradékrol beszéliink.

A jaradékfizetés (be- vagy visszafizetés) torténhet a kamatozasi fordulénapokon, tehat kamatozasi for-
dulénap = jaradékfizetési forduléonap, vagy a kamatperioduson (éven) beliil révidebb id6kézokben.

1.3.4.2. Utolagos konstans jaradék

Ebben az esetben a kamatszamitas és a jaradékfizetés fordulonapja meg kell hogy egyezzen. Legyen
a kamatozéas p% kamatos kamatu és legyen a jaradékosszeg mindig azonos R nagysagu. Ekkor az R,
jaradék-végdsszeq megadja, hogy n kamatperiodus alatt a rendszeres jaradékkifizetések mekkora ér-
tékre novekedtek fel:
"—1
=R~ (1.80)
qg—1
Az Ry jaradék-indulddsszeg az az érték, amelyet az elsé kamatperiodus kezdetekor (egyetlen alkalom-
mal) be kell fizetni ahhoz, hogy n kamatperiodus utan kamatos kamattal az R, jaradék-végosszeget

kapjuk:

R, D
Ry=— hol ¢=1+ —.
0= g ahol ¢ + 100
B Egy cégtdl valakinek 10 éven 4t minden év végén 5000,— Ft-ot kell kapnia. Az elsd kifizetés el6tt a
tarsasag cs6dot jelent. A cs6dgondnokndl kévetelésként csak az Ry jaradék-indul6osszeget lehet érvé-
nyesiteni. Evi 4% kamat esetén fennall
1 -1 _1—q™ 1—1,0410
Ry=—R =R = 5000——— = 4055448 Ft .
0 g qg-—1 qg—1 0,04 ’

1.3.4.3. Szamlaegyenleg n-szeri jAradékfizetés utan

Utoélagos jaradékfizetés céljabol alljon rendelkezéstinkre K 6sszegii t6ke, amely p%-kal kamatozik. Min-
den kamatozéasi fordulénapon r jaradékosszeg keriiljon kifizetésre. A K,, szamlaegyenleg n kamatperi-

(1.81)




odus, vagyis n jaradékkifizetés utan

q" —1 p
K,=Kq¢"—-R,=Kq" — , ahol ¢g=1+4+—. 1.82
q ¢" = g ahol g =140 (1.82a)
Kovetkezmények:
r= % (1.82b) Azt kapjuk, hogy K, = K, vagyis a téke nem valtozik. Ez az
orokjdradék esete.
r>K % (1.82c) A toke teljes egészében felhasznalasra keriil, mégpedig N szamu
jaradékfizetés utan. (1.82a)-bol a Ky = 0 helyettesitéssel
1 ¢V—-1
K=—r1 . (1.82d)
" q—1

Ha évkozi (kamatperioduson beliili) tékésités és jaradékfizetés torténik, akkor az (1.80)—(1.82a) kép-

, b , . p
letek hel = 14+ — hel =1
etekben n helyébe mn, q + 100 elyébe pedig q + 100m

kamatperiodust m darab egyenls hosszisagu uj kamatperiddusra osztottuk.

irando, feltéve hogy az eredeti

B Mekkora Gsszeget kell 20 éven at havonként utolag befizetni, hogy az utédna koévetkezd 20 évben
havonként 2000,— Ft jaradékot lehessen felvenni? Legyen a kamatozas havi 0,5%.
(1.82d)-bsl n = 20 - 12 = 240 esetén a kozvetleniil csatlakozo jaradékfizetési idGszakhoz szitkséges

2000 1,005%%° —1 o
1.0052% 0,005 = 279 161,54 Ft. Az ehhez megkivant
1,005%40 — 1

havonkénti R befizetés (1.80) szerint az Royo = 279 161,54 = RW osszefiiggésbdl adodik,
tehdt R = 604,19 Ft. ’

K 0sszegre a kovetkezét kapjuk: K =

1.3.5. Leirasok

1. Leirasfajtak

Azoknal a javaknal, amelyek értéke pl. kopas vagy avulas miatt csokken, évenkénti leirdst szokas alkal-
mazni. A leiras kovetkeztében a pénziigyi év folyamén az éveleji induldérték az évvégi maradvanyértékre
csokken. Jelolések:

o A abeszerzési érték,

e N a hasznalat idStartama (években),

e R, amaradvanyérték n év utan (n < N),

e a, (n=1,2,...,N)azn-edik évben leirt tsszeg.

A leirasfajtak elsGsorban a leirt 6sszeq meghatdrozdsdban térnek el egyméastol:

e Linedris leirasnél az évenkeént leirt 6sszeg valtozatlan.

o Degressziv leirdsnal az évenként leirt 0sszeg csokkend.

2. Linearis leiras
Az évi leirés konstans, vagyis az a,, leirt 6sszegre és az R,, maradvanyértékre n év utan fennall

A A-

Ha Ry = 0, az azt jelenti, hogy NN év elteltével az eredeti értéket teljesen leirjuk.

Qp

B Legyen egy gép beszerzési ara A = 50 000,— Ft. A gépet 5 év alatt az R5 =10 000,— Ft maradva-
nyértékre kell leirni.




Ev | Indul6érték | Leiras | Maradvanyérték Leiras az o o )
indulérték %-aban Linedris lefrasnal (1.83) és
(1.84) alapjan a bal oldali
1 50 000 8000 42 000 16,0 letrdast terv adodik.
2 42 000 8000 34 000 19,0 Lathat6, hogy a mindenkori
3 34 000 8000 26 000 23,5 induléértékre vonatkozta-
4 26 000 8000 18 000 30,8 tott szazalékos leirds erdsen
5| 18000 | 8000 10 000 44,4 emelkedik.

3. Szamtani sorozat szerint csokkend leiras

A leiras ebben az esetben nem konstans, hanem évenként azonos d Osszeggel, a leirdsi meredekséggel
csokken. Az n-edik évben leirt Osszeg

an=a;—(n—1)d (n=2,3,...,N; a; és d adott). (1.85)
Ebbdl az egyenletbél az A — Ry = ZnN:1 a,, Osszefliggés felhasznélasaval

2[Na1 — (A — RN)]

d= 1.86
N(N —-1) (1.86)
A d = 0 speciélis esetben a linearis leirast kapjuk. A d > 0 esetben (1.86) miatt
A—R
a; > N _a, (1.87)

N

ahol a a linearis leiras leirt 6sszege. Végeredményben a > 0 miatt a szamtani sorozat szerint csokkend
leirés a; els leirt 6sszegének ki kell elégitenie a kovetkezd egyenlGtlenséget:

A-R A-R
va<m<2 AIN. (1.88)

B Egy 50 000,~ Ft beszerzési értékid gépet 5 év alatt szamtani sorozat szerint csékkend modon 10 000,
Ft-ra kell leirni. Ennek soran az elsé évben 15 000,— Ft-ot kell leirni.

Ev | Induléérték | Leiras | Maradvanyérték Leiras az
induléérték %-aban A bal oldali leirési terv, amely-
1 50 000 15 000 35 000 30.0 nek az adatait a megadott kép—
’ letekkel szamitottuk ki, azt mu-

2 35000 11 500 23 500 32,9 tati Py s
atja, hogy a széazalékos leiras
3 23 500 8 000 15500 34,0 az utolso tétel kivételével kie-
4 15 500 4 500 11 000 29,0 gyenlitettnek tekinthetd.
5 11 000 1 000 10 000 9,1

4. Digitalis leiras
A digitdlis leiras a szamtani sorozat szerint csokkend leirdsnak az a specialis esete, amelynél megkove-
teljiik, hogy az an utolsé leirt 6sszeg megegyezzen a d leirasi meredekséggel. Az ay = d 6sszefiiggésbdl
2(A— Ry)
d= ——7—= 1.89 = Nd =(N—-1)d, ... =d. 1.89b
N(N+1) ) ( a) aq , @2 ( ) ) y AN ( )
B Legyen egy gép beszerzési dra A = 50 000,— Ft. Ezt a gépet 5 év alatt digitalisan az R; = 10 000,— Ft
maradvanyértékre kell leirni.



Ev | Indulé- | Leiras Maradvany- Leiras az A bal oldali lefrasi terv, amely-

értek értek indul6érték %-aban  nek az adatait a megadott kép-

1 [ 50000 |ay = 5d=13335| 36665 26,7 |ote ke saGmitotin - £, azb

o . at]a, 0gy a SzazaleKos lelras

2 | 36665 | ap = 4d = 10 668 25 997 29,1 lefutasa kiegyenlitett. (Az el-

3125997 |ag =3d= 8001 | 17996 30,8 méleti d értékhez legkdzelebbi

4 11799 |as =2d = 5334 12 662 29,6 egészre kerekitett d-t tiintettiik
5112662 |as= d= 2667 9 995 21,1 fel.)

5. Meértani sorozat szerint csokkené leiras
A mértani sorozat szerint csokkend leirasnal minden évben az el6z6 évi maradvanyérték p%-at irjak le.
Az n év utani R, maradvanyértékre fennall
p n
Ry =A(1- ) —1.2,..). 1.90
o) @ ) (1.90)
Altalaban A adva van. Ha a futamids N év, akkor (1.90) értelmében az Ry, p, N mennyiségek koziil
barmely ketts elGirhato, a harmadik pedig kiszamithato.
B A: Egy 50 000,~ F't beszerzési értéki gépet évenként 10%-kal kell mértani sorozat szerint csokkend
modon lefrni. Hany év utén keriil a maradvanyérték 10 000,— Ft ala? (1.90) alapjan
In(1
N n(10000,/50000) _ 1597 év.
In(1 —0,1)

B B: Abrazoljuk az R, maradvanyértéket A = 1000,~ Ft beszerzési érték esetén azn = 1,2,...,10
évre a) linearis, b) szamtani sorozat szerint csokkend, ¢) mértani sorozat szerint csokkend leiras mellett.
Az eredmény az 1.4. Abran lathato.

A Rn
A=1000 §  szamtani sorozat 6. Leiras kiilonboz6 leirasfajtakkal

szerint cstkkend leiras Mivel a mértani sorozat szerint csokkend leirasnal
mértani sorozat szerint nulla maradvanyértéket véges n-re nem lehet elérni,
csokkeno leiras egy meghatéarozott idéponttol kezdve, példaul m év
linearis leiras utan, célszerd attérni a mértani sorozat szerint csok-
keng leirasrol a linearis leirasra. Az m értéket ugy va-
lasztjuk meg, hogy ettdl az idéponttol kezdve a mér-
tani sorozat szerint csokkend leirés leirt osszegei ki-
sebbek legyenek, mint a lineéris leiraséi. Ezen kovetel-
mény értelmében

00 2 4 6 8 10n e v 100 (1.91)

p
Itt m a mértani sorozat szerint csokkend leirds, N pe-
1.4. abra. dig a teljes leirds éveinek szamét adja meg.

800
600
400

200

B Egy 50 000,— Ft beszerzési értékd gépet 15 év alatt nullara kell leirni, mégpedig m éven &t mértani

sorozat szerint csokkend leirassal mindig a maradvanyérték 14%-aval, azutén linearisan. (1.91) értel-

100 . . . .
mébenm > 15— ST 7,76, vagyis m = 8 év utén célszert a mértani sorozat szerint csokkend leirasrol

a linearisra attérni.




1.4. Egyenl6tlenségek

1.4.1. Tiszta egyenlGtlenségek
1.4.1.1. Definiciék

1. Egyenl&tlenségek
Egyenldtlenség jon 1étre, ha két algebrai kifejezést a kovetkezs jelek egyikével kapcsolunk egymashoz:

L. tipus > (,nagyobb”) I1. tipus < (,kisebb”)

III. tipus  #  (,kiilonb6z8, nem egyenls”) [ITa. tipus <> (,nagyobb vagy kisebb”)
IV.tipus > (,nagyobb vagy egyenls”) [Va. tipus <  (,nem kisebb”)

V.tipus < (,kisebb vagy egyenls”) Va. tipus % (,nem nagyobb”).

A TII. és Illa., IV. és IVa., valamint V. és Va. jelparok két tagja azonos jelentést, tehat egymast kol-
csonosen helyettesithetik. A Illa. jelet, ha olyan mennyiségekre vonatkozik, amelyekre a ,nagyobb” és
,kisebb” fogalma nincs értelmezve, pl. komplex szamokra vagy vektorokra, a III. jellel helyettesithetjiik.
Ha nem allitjuk kifejezetten az ellenkez§jét, a szerepls szamok valdsak.

2. Azonos, egyezd irany1i, ellentétes irany és ekvivalens egyenlStlenségek

1. Azonos egyenlStlenségek azok, amelyek a benniik szerepld bettiszimbolumok minden értékére
teljesiilnek.

2. Egyezd iranya egyenlStlenségekrdl beszéliink, ha két egyenlStlenség mindegyike az 1. tipusba,
vagy mindketts a II. tipusba tartozik.

3. Ellentétes iranyu egyenlétlenségekrdl beszéliink, ha az egyik egyenl6tlenség az I. tipusba, a
masik a II. tipusba tartozik.

4. Ekvivalens egyenlStlenségekkel van dolgunk, ha két, ugyanazon ismeretlenekre vonatkozo
egyenlGtlenség az ismeretleneknek ugyanazokra az értékeire teljesiil.

3. Egyenl6tlenségek megoldasa

Az egyenlGtlenségekben, ugyantugy mint az egyenletekben, ismeretlen mennyiségek is szerepelhetnek;
ezeket rendszerint az abécé utolsd bettivel jeloljiik. Egy egyenldtienség vagy egyenldtienségrendszer
megolddsa azt jelenti, hogy meghatarozzuk: milyen hatarok kozott mozoghatnak az ismeretlen meny-
nyiségek ahhoz, hogy az egyenl6tlenség vagy a rendszer minden egyenlGtlensége érvényes maradjon.
Mind az 6t egyenl6tlenségtipus megoldasara vannak heurisztikus modszerek; leggyakoribbak az I. és
II. tipust, agynevezett tiszta eqyenlotienségek.

1.4.1.2. AzlI. és1I. tipusua egyenlGtlenségek tulajdonsagai

1. Az egyenlé6tlenségjel irAnyanak megvaltozasa

Ha a>0b, akkor b<a, (1.92a)

ha a<b, akkor b>a. (1.92Db)
2. Tranzitivitas

Ha a>b é b>c, akkor a>c; (1.93a)

ha a<b é b<ec, akkor a<ec. (1.93Db)
3. Az egyenlStlenség mindkét oldalanak névelése /cs6kkentése ugyanazon értékkel

Ha a>0b, akkor aftc>b=xc; (1.94a)

ha a<b, akkor axc<b*ec. (1.94b)

Tehat mindkét oldalon ugyanazt a mennyiséget hozzaadva vagy kivonva az egyenl6tlenség tovabbra is
fennall és iranya nem valtozik.

4. Egyenlé6tlenségek 6sszeadasa
Ha a>0b é c¢>d, akkor a+c¢>b+d; (1.95a)



ha a<b é c<d, akkor a+c<b+d. (1.95b)
Két azonos iranyu egyenlStlenség megfelels oldalait Gssze lehet adni.

5. EgyenlStlenségek kivonasa
Ha a>0b é c<d, akkor a—c>b—d; (1.96a)
ha a<b é c>d, akkor a—c<b—d. (1.96b)

Egy egyenlStlenséghdl egy vele ellentétes irdnyt egyenlStlenséget tagonként mésszoval oldalanként ki
lehet vonni, minek soran az elsé egyenlétlenség egyenlGtlenségjele marad érvényben. Azonos iranyt
egyenlGtlenségek viszont nem vonhatok ki egymésbol tagonként.

6. Egyenl6tlenségnek szammal val6 szorzasa és osztasa

Ha a>b é ¢>0, akkor ac>bc és % > g : (1.97a)
ha a<b é ¢>0, akkor ac<bc és % < g : (1.97b)
ha a>0b é ¢<0, akkor ac<bc ¢és % < g : (1.97¢)
ha a<b é ¢<0, akkor ac>bc és % > g : (1.97d)

Ha egy egyenlStlenség mindkét oldalat egy pozitiv szdmmal megszorozzuk vagy elosztjuk, akkor az
egyenlGtlenség iranya megmarad; ha viszont a szam negativ, akkor az egyenl6tlenségjel irdnyat meg
kell forditani.
7. Reciprok értékekre vonatkozo6 egyenlétlenség

1

1
Ha O0<a<b vagy a<b<0, akkor > (1.98)
a

Ha két szam a 0-t6l ugyanabba az iranyba esik, akkor reciprokaikra a koztiik fennallo egyenlGtlenséggel
ellentétes iranyu egyenlGtlenség all fenn.

1.4.2. Specialis egyenl&tlenségek
1.4.2.1. HAromszog-egyenl6tlenség

Barmely a, b, aq,as, . ..,a, € R valos szdmokra fennall

la+bf <fa]+ b, lar+az+ -+ an| <] +[az + - - + an]. (1.99a)
Két vagy tobb valds szam 0sszegének abszolut értéke kisebb vagy egyenlé mint az egyes 6sszeadandok
abszolut értékének Osszege. Az egyenlGségjel csak akkor érvényes, ha minden 6sszeadandé azonos el6-
jeld; itt a O-t tekinthetjiik negativ vagy pozitiv elGjeltinek is.
Hasonléan, barmely 21, 2, . . ., 2, € C komplex szamokra

21+ 20+ -+ 2] < || + |22 + - + |2a] (1.99Db)
ami R C C miatt magéaban foglalja az el6z6 egyenlStlenséget is. Itt az egyenlség csak akkor érvényes,

ha koziiliik barmely kettére teljesiil, hogy egyik a masiknak nemnegativ valés szémszorosa; ez pedig
megaban foglalja a valosz szamokra vonatkozo hasonlo feltételt. A kordbban (1.1.3.1. alpont) bevezetett

> jellel |ZZ:1 2| < 22:1 |21

1.4.2.2. Egyenl&tlenségek két szam kiilonbségének abszolat értékére
Két a,b € R valos szamra fennall

la| — 0] < |a —b] < |a|+ |b], s6t ||la|+ [b]] < |a—b] < |a| + |b]. (1.100a)
Két valos szam kiilonbségének abszolut értéke kisebb vagy egyenlé mint e szamok abszolut értékének
Osszege, illetve nagyobb vagy egyenld mint e szamok abszolut értékének kiilonbsége, s6t ennek abszolit




értéke.
Hasonldan és megint kiterjesztve két z1, 2z, € C komplex szdmra fennall
l21] = 22| < |21 — 22| <[] + [20] - (1.100D)

1.4.2.3. A szamtani és a mértani kozépre vonatkozé egyenlGtlenség
a1+a2+”.+an2\”/alagn-an ha a; > 0. (1.101)

n
n szamu nemnegativ szam szamtani kdzepe nagyobb vagy egyenld mint e szamok mértani kézepe. Az
egyenlGségjel csak akkor érvényes, ha mind az n darab szam egyenld.

1.4.2.4. A szamtani és a négyzetes kozépre vonatkozé egyenlGtlenség

a1+a2+...+an <\/a12+a22+...+an2
n - n ‘

(1.102)

T6bb szam szamtani kozepének abszolut értéke kisebb vagy egyenlé mint a négyzetes kozép.

1.4.2.5. Valés szamok kiilonféle kozépértékeire vonatkozo egyenlStlenségek

Két a és b pozitiv valés szdm, a < b, szamtani, mértani, harmonikus és négyzetes kézepét az alabbi
egyenlgtlenségek kotik ossze (lasd meég 20. old.):

a<zg(a,b) <zg(a,b) <zala,b) <zg(a,b) <b. (1.103a)
Itt a kovetkez§ jeloléseket hasznaltuk:

2 2
1.4.2.6. Bernoulli-egyenl6tlenség
Barmely a > —1 valos szamra és n > 1 egész szamra
(1+a)">1+na. (1.104)
Az egyenlGségjel n = 1 vagy a = 0 esetén érvényes.

b 2ab 21
oy = 2t ,JZG:\/%,ZL“H:CL;:I),JZQ: @b (1.103b)

1.4.2.7. Binomialis egyenl6tlenség
Barmely a,b € R valos szamra

1

lab| < 5(cﬂ +b). (1.105)
1.4.2.8. Cauchy—-Schwarz-egyenlGtlenség
1. Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség valos szamokra Tetszdleges aq, as, ..., a,ésb1,bo, ..., b, €
R valos szamokra fennéll a CAUCHY—-SCHWARZ-egyenlGtlenség:

|a1by + asby + -+ + apbn| < Var? + a2 + -+ a2 Vb2 + b + -+ b, (1.106a)
vagyis

(arby + agby + -+ + apbp)? < (a1 + ax® + -+ a,2) (012 + b2 + -+ b,7). (1.106b)

Két véges szamsorozatra, amelyeknek mindegyike n szambol all, a paronkénti szorzatok 0sszegének ab-
szolut értéke kisebb vagy egyenlé mint e szdmok négyzetosszegeibdl vont két négyzetgyok szorzata. Az
egyenlgségjel csak akkor érvényes, ha a; : by = ag : by = -+- = a, : b, . (Ha valamely i-re a; (vagy b;)
= 0, akkor b; (a;) is 0.)

Ha n = 3, és az {ay, as, a3}, {b1,bs, b3} szamharmasokat vektorok Descartes-féle derékszogi koordi-
natainak fogjuk fel, akkor a CAUCHY-SCHWARZ-egyenlGtlenség azt mondja, hogy két vektor skalaris
szorzatanak abszolut értéke kisebb vagy egyenld mint a vektorok abszolit értékének szorzata. Azn > 3
esetben ezt az allitast ki lehet terjeszteni az n-dimenzios euklideszi tér vektoraira; ez éppen (1.106a).



2. Cauchy—Schwarz-egyenlStlenség komplex szamokra Tetszbleges 21, 2o, . . ., 2y,
wy, Wa, . .., w, € Ckomplex szamokra fennéll

|z1w1 + 29w + - -+ + zwy| < VZ121 + Z220 + 0+ Zpzn VOTWL F Wowy + -+ Waw, =

= VAP + 2P+ + PV un P+ Jwa2 4 -+ [wa]?, (1.107)

amibdl latszik, hogy ez is kiterjesztése a valos egyenl6tlenségnek. Itt z7, 23, . .., Z,, Wy, Wy, . . ., W, a
21, 225+« Zn, W1, Wa, . . ., Wy szamok komplex konjugaltjait jelolik (lasd 36. old.). Az egyenlség felté-
tele: z1 1 Wy = 29 1 Wy = -+ - = 2z, : Wy,. (Ha valamely i-re z;(w;) = 0, akkor w;(2;) is 0.)

3. Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség konvergens végtelen sorokra és integralokra Az alabbi,
konvergens végtelen sorokra, ill. hatarozott integralokra vonatkoz6 CAUCHY-SCHWARZ-egyenlStlenség
az (1.106b) képlet analogonja:

<i anbn>2 < (i an2> <g bﬁ) 7 (1.108)

n=1 n=1

[ ) ot dxr < ([vwra) ([lewrae). 1109

1.4.2.9. Csebisev-egyenl6tlenség

Ha ay,as, ..., a,, by, bs, ..., b, nemnegativ valés szamok, akkor
. by +by+ -+, b by -4« o
(a1+a2+ +a) (1+ 9+ + )§a11+a22+ +a (1.110)
n n n
ahol algagg...gan és blgbgggbn
vagy a1 > as > ...>a, €s by >by>...>0b,
tovabba
(a1+a2+---+an> (b1+b2+---+bn>Za1b1+a2b2+---+anbn (1.110b)
n n n

ahol a1 <ay<...<a, é by >0by>...>0, vagy forditva.

Két véges szamsorozatra, amelyek n darab pozitiv szambol allnak, e sorozatok szamtani kézepeinek
szorzata kisebb vagy egyenld, ill. nagyobb vagy egyenld, mint a paronkénti szorzatok szamtani kozepe,
feltéve hogy egyszerre mindkét szamsorozat csokkend vagy novekedd, ill. az egyik sorozat novekedd és
a masik csokkend.

1.4.2.10. Altalanositott Csebisev-egyenl&tlenség

Ha ay,as, ..., a,, by, bs, ..., b, nemnegativ valés szamok, akkor
dJak +ak + - Fak b b 4 b i) (@rb)? + (agha)® + -+ + (anbn>k/
< (1.111a)
n n n
ahol a1§a2§...§an és bleQSSbn
vagy a1 > as > ...>a, € by >by>...>0,
tovabbé
latk +ak 4 ank kbbb (aib)P o+ (anbo)F + -+ (anbn)F,
> (1.111b)
n n n

ahol a1 <ay<...<a, és by >by>...>0b, vagy forditva.



1.4.2.11. Holder-egyenl6tlenség

1 1
1. Holder-egyenlé6tlenség sorokra Ha p > 1 és ¢ > 1 két valos szam, amelyekre — + — = 1 és ha
P q

T1, T2, ..., Ty €S Y1, Y, ..., Y, tetszbleges 2n komplex szam, akkor
n [ n T % [ n 7 %
Z |[zkyr| < Z |2k |” Z k]| (1.112a)
k=1 L k=1 k=1

Ez az egyenl6tlenség megszamlalhatéan végtelen sok szampéarra is érvényes:
1 -1

P o0 q

PR DI e I D A (1.112b)
k=1 k=1 k=1

ahol a jobb oldal értéke vagy végtelen (és akkor az allitas trivialis), vagy ha véges, akkor a jobb oldalon
allo két sor konvergenciajabol kovetkezik a bal oldalon all6 sor konvergencigja.

2. Holder-egyenlgtlenség integralokra Ha f(z) és g(x) két mérhet6 fiiggvény az (X, A, u) mér-
téktéren (lasd 658. old.), akkor

q

/ F(@)g(x)|dp < / @) dp / 9@t du| (1.1120)

1.4.2.12. Minkowski-egyenlGtlenség

1. Minkowski-egyenlétlenség sorokra Ha p > 1, tovabba xy, y, € C két szdmsorozat, akkor

1 1 1
00 D o) D o] D
[Z|xk+yk|p g[ZmVj + ZkaV’] , (1.113a)
k=1 k=1 k=1

ahol az el6z6 alpont elsé allitasahoz hasonléan ha a jobb oldali két 6sszeadando legaldbb egyike végtelen,
akkor az allitéas trividlis vagy mindketts véges és ebbdl kovetkezik a bal oldal végessége.

2. Minkowski-egyenlGtlenség integralokra Ha f(z) és g(z) két mérhetd fiiggvény az (X, A, )
mértéktéren (lasd 658. old. ) akkor

/ @) + g(a)Pdn| / F@pan| + / g(@)Pdp| (1.113b)
X
1.4.3. Els6- és masodfokn egyenlotlenségek megoldasa

1.4.3.1. Altalanos rész

Egyenlétlenséget tigy oldunk meg, hogy 1épésrdl 1épésre atalakitjuk ekvivalens egyenlStlenségekké. Az
egyenletek megoldasahoz hasonldoan 6sszeadandokat vihetiink at egyik oldalrol a masikra elGjeliik egyi-
deji megvaltoztatasaval. Tovabba az egyenlStlenség mindkét oldalat megszorozhatjuk vagy eloszthat-
juk ugyanazzal a nullatol kiillonb6z6 szdmmal, mialtal az egyenlGtlenségjel iranya megmarad ha ez a
szam pozitiv, viszont megvaltozik ha a szam negativ. Az elséfoki egyenlStlenségek ilyen médon mindig
az

ar >b (1.114)
alakra, a masodfokiak a legegyszertibb esetben az
?>m (1.115a) vagy <m (1.115b)

alakra, az altalanos esetben pedig az



az® +bx +c¢ >0 (1.116a) vagy ar® +br+c <0 (1.116b)
alakra hozhatok.

1.4.3.2. Els6foki egyenlStlenségek

Az els6foku egyenlStlenségek megoldésa
b , b
x>—haa>0 (1.117a) és x < — ha a<0. (1.117Db)
a a
2
B5r+3<8+1, ba—8r<1-3, —-3xr< -2, m>g.(Lésdmégal&fejezetet.)

1.4.3.3. Masodfokt egyenlStlenségek

Az 2 >m (1.118a) és > <m (1.118b)

masodfoku egyenlStlenségek megoldésai az alabbiak.

a) 2°>m: Ham >0 amegoldis v >vmés z < —vm (|z| > vm), (1.119a)
ha m < 0 akkor az egyenl6tlenség azonosan teljestil. (1.119b)
b) 22 <m: Ham >0 amegoldds —vm <z < +vm (Jz| < v/m), (1.120a)
ha m <0, akkor nincs megoldas. (1.120b)

1.4.3.4. A masodfoku egyenlStlenség dltalanos esete

az® +bx+c>0 (1.121a) vagy az® +br+c<0. (1.121b)
Az egyenlGtlenséget elosztjuk a-val, midltal az a < 0 esetben az elGjel megvéltozik, tgyhogy az
24+ pr4+qg<0 (1.121c) vagy 2+ pr4+qg>0 (1.121d)
alakot kapjuk. Teljes négyzetté valo kiegészitéssel adodik
2 2 2 2
(g: n g) < (g) ¢ (112le)  vagy <g; n g) > <g> g, (11210

2
T+ g helyett a z, (g) — q helyett az m jelolést bevezetve kapjuk a

2 <m (1.122a) vagy 22 >m. (1.122Db)

egyenlGtlenséget. Ha ezt megoldjuk, x meghatarozhato,

WA —2:2+142-20>0, 2> —Tx+10<0 (ac‘—z>2<2 —§<ac—z<§ ——-t-<z<
’ ’ 2 47 2 2 2 2 2

3 7

§+§.

A megoldas 2 <z < 5.
BB: 22+6x+15>0, (r+3)?>>—6. Az egyenlStlenség azonosan teljesiil.
BC: —2:2+142-20<0 (x—z)2>g x—z>§ és x—z<—§.

’ 2 4’ 2 2 2 2

A megoldasi tartoményok x > 5 és z < 2.




Osszefoglalva, a megfelels masodfoku egyenldség gyokei altal méghatarozott véges, nyilt intervallum
vagy a két végtelen nyilt intervallum uniéja a megoldas.

1.5. Komplex szamok

1.5.1. Képzetes és komplex szamok

1.5.1.1. Képzetes egység

Képzetes egységként bevezetésre keriil egy i szam, amelynek a négyzete ,-1”. Az elektrotechnikédban i he-
lyett legtobbszor a j betiit hasznaljak, hogy ne lehessen az i aramerdsséggel Osszetéveszteni. A képzetes
eqység bevezetése a szdmfogalom dltaldnositdsdra vezet, a komplex szamokra, amelyek az algebraban
és az analizisben nagy szerepet jatszanak, és a geometridban meg a fizikiban szamos konkrét interpre-
taciot, ill. 4j leirasi lehetGséget eredményeztek.

1.5.1.2. Komplex szamok
A komplex szamok algebrai alakja a kovetkezo:
z=a+1ib. (1.123a)

Ha a és b minden lehetséges valos értéken végigfut, akkor elall minden lehetséges z komplex szém. Az
a szamot z valds részének, a b szamot z képzetes részének nevezziik:

a=1Re(z), b=Im(z). (1.123b)
Ha b = 0, akkor z = a, ugyhogy a valés szamok a komplex szamok speciélis esetei. Ha a = 0, akkor z
=1b ,tiszta képzetes szam”.
A komplex szamokbol épiil fel a komplex szamok halmaza, amelyet C-vel jeloliink.
Megjegyzés: A z = x + iy komplex valtozo w = f(z) fiiggvényeit a komplex fliggvénytan (lasd a 694.
és a rakovetkezd oldalakat) targyalja.

1.5.2. Geometriai szemléltetés

1.5.2.1. Elsallitas vektoralakban

A valds szdmok szamegyenesen valo abrazolasaval analég moédon a komplex szamokat egy sik, az tugy-
nevezett GAUSS-féle szamsik pontjaiként lehet abrazolni. Ekkor a z = a 41 b szdm az a abszcisszajui és
b ordinataja pont (1.5. dbra). A valos szamok az abszcisszatengelyen helyezkednek el, amelyet valos
tengelynek is hivnak, a képzetes szamok pedig az ordinatatengelyen, mas szoval a képzetes tengelyen.
Az igy megadott sikban minden pontot egyértelmtien meghatéaroz egy helyvektor (lasd 181. old.), ugy-
hogy minden komplex szamnak megfelel egy meghatarozott vektor, amely ebben a sikban fekszik és
a koordinatarendszer kezdGpontjabol az illeté pontba mutat (1.6. Abra). A komplex szdmokat tehat
pontokkal is, vektorokkal is abrézolni lehet.

YAképzetes tengely YA képzetes tengely Y4képzetes tengely
z=a+tbi 5
bp--------- . bl-------- B
| z p-
., S0
Of valos a  x = 0| valos a  x
tengely 0| valés tengely x tengely

1.5. abra. 1.6. abra. 1.7. 4bra.



1.5.2.2. Komplex szamok egyenlésége

Definici6 szerint két komplex szam egyenld, ha valos részeik is, képzetes részeik is egyenlék. Geometri-
ailag nézve két komplex szam akkor egyenld, ha az Gket abrazolé vektorok egyenlsk. Ellenkezs esetben
a komplex szamok kiilonbozék. A ,nagyobb” és, kisebb” fogalma komplex szamokra nem értelmezhetd.

1.5.2.3. Komplex szadmok trigonometrikus alakja
A komplex szamok
Y —adtib (1.124a)

elsallitasat algebrai alaknak nevezziik. Ha Descartes-koordinatak helyett polarkoordinatakat haszné-
lunk (1.7. abra), kapjuk a komplex szamok trigonometrikus alakban valo elgallitasat:

z = p(cosp +1singp). (1.124b)
A

zl=p (0<p<o0) (1.124c)
szamot a z komplex szam abszolut értékének vagy modulusanak, az

argz =@ +2kn (—m<e<+m; k=0,£1,£2,...) (1.124d)

szamok barmelyikét pedig z argumentumdnak nevezzilk. A ¢ szoget a z komplex szdm argumentuma
féértékének hivjuk (1.124b).

Egy pont p, @ és a, b értékei kozott ugyanaz a kapcsolat, mint e pont Descartes-féle és polarkoordinéatai
kozott (lasd 191. old.):

a=pcosy, (1.125a) b= psingp, (1.125b)  p=+a2+ b2, (1.125¢)
( b
arctg — haa >0,
ill. ¢
a +— haa=0, b>0,
arccos — hab>0, p>0, 72r
¥ = —arccos — hab <0, p>0, 2 b
P e
hatarozatlan hap =0 arctg a t+n haa<0,520,
b
(1.125d) arctg— —7m haa<0, b<0.
0 a
(1.125¢)
A z = 0 komplex szam abszolit értéke nulla, arg 0 hatarozatlan.
1.5.2.4. Komplex szam exponencialis alakja
Komplex szam exponencidlis alakjdnak nevezziik a
e pei@ (1126&)
elGallitast, ahol p az abszolit érték és ¢ az argumentum. Fennall az EULER-féle dsszefiiggés:
€' =cosp +isinp. (1.126D)

B Egy komplex szam elGallitasa haromféle alakban:

a) z=1+1i+v/3 (algebrai alak), b) z = 2 <cos% +1 sin g) (trigonometrikus alak),
c) z = 2¢'5 (exponencialis alak), a fsértékre szoritkozva.
Ha nem szoritkozunk a f6értékre, a kovetkez§ elGallitasokat kapjuk:

d) z=1+iv3 = 2exp [i (§+2/m)} — 9 [cos (g—l—le) +isin (gmkw)} (k=0,41,42,...).



1.5.2.5. Konjugalt komplex szamok

A z és a Z komplex szamot konjugalt komplex szdmoknak nevezziik, ha valos résziik egyenls, képzetes
résziik viszont ellentétes elGjel:

Re(Z) = Re(z), Im(z)=—Im(z). (1.127a)
Geometriailag kifejezve: a konjugdlt komplex szamoknak megfelel§ pontok a valos tengelyre nézve szim-

metrikusan helyezkednek el. Konjugalt komplex szamok abszolut értékei egyenlék, argumentumaik pe-
dig csak elGjelben kiilonboznek:

z=a+ib=p(cosp +ising) = pe'?, (1.127b)
Z=a—1ib= p(cosp +isin(—y)) = p(cos p — i sinp) = pe ¥ . (1.127¢)

1.5.3. Szamolas komplex szamokkal

1.5.3.1. Osszeadas és kivonas
Két vagy tobb komplex szam Gsszeadésat és kivonéasat algebrai frasmodban a
214+ 23— 23+ = (ag +1iby) + (ag +1iby) — (a3 +ib3) + - -
=(a1+as—as+---)+i(by+by—bs+--) (1.128)
képlet értelmezi. A geometriai interpretacioban az 6sszeg-, ill. kiilonbségképzéshez a szobanforgd komp-

lex szamok vektorait kell 6sszeadni, ill. kivonni (1.8. abra). Ennek soran a vektorszamités szokasos
szabélyai érvényesek (lasd 180. old.).

5 Ypképzetes ,z,z A L&
Y4képzetes tengely tengely 2 YA képzetes tengely
y LT
/ zi
Zy yZ
23 .
™ /,V’ZZ > X — > >
0 valos tengely 0/ 1 wvalés x 0! valés X
Z3 tengely tengely
1.8. 4bra. 1.9. ébra. 1.10. &bra.

1.5.3.2. Szorzas

Két komplex szam, 2; és 2z, szorzasat algebrai irasmoédban a
Z1%9 — (Cll —+ ibl)(ag + lbg) = (a1a2 — blbg) +1i (Glbg + blag) . (1129&)
képlet értelmezi. A trigonometrikus irdasmodban fennall

2122 = [p1(cos 1 +1 sin ¢q)][pa(cos g2 +1 sin pq)] = p1pafcos(e1 + p2) +1 sin(pr + ¢2)],(1.129b)
vagyis a szorzat abszolut értéke a tényezk abszolit értékeinek szorzataval, a szorzat argumentuma
pedig a tényezdk argumentumainak 0sszegével egyenls.

Exponencialis alakban:

21729 = prpaePre) (1.129¢)

A geometrial interpretacioban a z; és zo szorzatat abrézolo vektort ugy kapjuk meg, hogy z; vektorat
az Oramutatd jarasaval ellentétesen a zo argumentumanak megfelels szoggel elforgatjuk, és a kapott
vektort a |zo| szammal valé szorzas révén megnyujtjuk. A z; 25 szorzatot hasonlé haromszog szerkeszté-
sével is megkaphatjuk (1.9. abra). Itt figyelembe kell venni, hogy a z komplex szam i-vel valo szorzéasa
vektoranak /2 szoggel valo elforgatasat jelenti, mikézben az abszolut érték valtozatlan marad (1.10.
abra).



1.5.3.3. Osztas

Két komplex szam osztasat a szorzas forditott mtiveleteként definialjuk. Algebrai irasmodban a tortnek
a nevezo konjugaltjaval valo bévitése utan a kovetkezst kapjuk (29 # 0):

ib bib by —aqb
2w +? 1 aijas + 122 . Q201 a122 (1.130a)
Zo Qg +1bo as? + by as? + by
A trigonometrikus irasmod szerint
21 p1(cospy +1isin ) _ &[cos(gpl — ©3) + 1 sin(py — ©9)], (1.130b)

2y pa(cosps +isings)  py

vagyis a hanyados abszolut értéke az oszt6 és az osztando abszolit értékeinek a hdnyadosaval, a hanya-
dos argumentuma pedig a két argumentum kiilénbségével egyenls.
Exponenciélis alakban:
z .
AP i(ei—p) (1.130c)
Z2 P2
A geometriai szemléltetésben a 21 /2 hanyadost abréazolo vektort ugy kapjuk, hogy a z; szimnak meg-
felels vektort az éramutato jarasaval megegyezden arg zo szoggel elforgatjuk, majd a |z;| értékkel vald
osztés utjan zsugoritjuk.
Megjegyzés: A nullaval valo osztas nem C-ben sem lehetséges.

1.5.3.4. A négy alapmiiveletre vonatkozo altalanos szabalyok

Formalis szempontbol a 2 = a+1b komplex szamokkal ugyanigy lehet szamolni, mint a kozonséges két-
tagu kifejezésekkel, csak azt kell figyelembe venni, hogy i? = —1. Komplex szamnak komplex szammal
valo osztasanal elGszor ki kell kiiszobolni a nevezé képzetes részét tgy, hogy a szamlalot és a nevezdt
megszorozzuk a nevezd komplex konjugaltjaval. Ez lehetséges, mert az

(a+ib)(a —ib) = a® + b? (1.131)
szam valos.
g B 4)(C145)° 1047 (3-4i)(1-100 ~25)  (1047i)i _ -23-4i)(12+50)
1+ 3i 50 1+ 3i 5ii 1+ 3i
7—100  —2(56 —33i)(1—3i) 7—10i —2(—43-—-201i) 7T-—10i 1 . .
= = = —(50+191i) = 10+38,2i.
5 I+3)0-3) 3 10 5 5 (50+191i) = 10+38.2i
i i . zx YA (képzetes tengely)
1.5.3.5. Komplex szam hatvanyozasa s
Komplex szam n-edik hatvanyra emelése a MOIVRE-képlet se- bZ
gitségével torténik: e
[p(cosp + 1 sinp)]" = p™(cosnp +1isinny), (1.132a) a %
vagyis az abszolut értéket n-edik hatvanyra emeljiik, az argu- 0 /\’/’alés"llten ol ;
mentumot pedig n-nel szorozzuk. Vegyiik figyelembe, hogy 6112 e I,/' gy
N .86
i2=—-1, i*=-i, it=+1 (1.132Db) éfz'

és altalaban

jantk _ ik (1.132c) 1.11. abra



1.5.3.6. Komplex szam n-edik gyokének meghatarozasa

Barmelyik n-edik gyok meghatarozéasa a hatvanyozas egyik forditott mivelete. Ha z = p(cosp +
+i sin ), akkor a

A=z ahol n >0, egész, (1.133a)

frasmod az n darab

wi = {/p (cos

érték roviditett jelolése.

Mig az Osszeadas, kivonas, szorzés, osztas és egész kitevGji hatvanyozas egyértelmii eredményre vezet,
az n-edik gyok meghatérozasa mindig n kiilonb6z6 wy megoldéast ad, kivéve a z = 0 esetet, amikor
minden gyok = 0.

Geometriailag az wy pontok egy olyan szabalyos n-szdg cstucspontjai, amelynek kézéppontja a koordi-
natarendszer kezdGpontja. Az 1.11. Abra /z 6 értékét tiinteti fel.

o+2kr . p+42krm
—— +isin——
n

), (k=0,1,2,....,n—1) (1.133b)

1.6. Algebrai és transzcendens egyenletek

1.6.1. Algebrai egyenletek normalalakra hozasa

1.6.1.1. Definicié
Az

F(z) = f(x) (1.134)
egyenletben szerepls x valtozot ismeretlennek nevezziik, a valtozonak azokat a specialis x1, xo, ..., x,
értékeit pedig, amelyekre az egyenlet teljesiil, az egyenlet gyokeinek vagy megolddsainak mondjuk. Két
egyenlet ekvivalens, ha pontosan ugyanazok a gyokeik.

Algebrai egyenletrd] akkor van szo, ha a benne felléps F'(z) és f(x) fiiggvény algebrai, azaz racionalis
vagy irraciondlis; egyikiik konstans is lehet. Minden algebrai egyenlet algebrai atalakitasokkal a

P(z) = apz" + ap 12" '+ Fax+ag=0 (a, #0) (1.135)

normdlalakra hozhato, amelynek ugyanazok a gyokei, mint az egyenlet eredeti alakjanak; esetleg né-
hany tovabbi gyoke is van. Az a,, egylitthato értékét gyakran 1-re valtoztatjuk; egyébként az a,, . . ., ag
egyiitthatokat itt és a tovabbiakban is valosnak tételezziik fel, kivéve amikor kiilon felhivjuk a figyelmet
ennek ellenkezGjére.
Az n kitevét az egyenlet fokdnak nevezziik.

—1+vVa2—-6 -3
B Keressiik az — Ve —14 2

3(z —2) x

z(x — 1+ Va2 —6) =3x(xr —2) +3(x —2)(x — 3), 2° —z+2xv2?—6= 32" -6z + 32> — 15z +
18, zvVx?—6=>522—20z+18, z%*(2*—6)= 252" —2002+5802% — 720z +324, 24x*— 20023+
58622 — 720z + 324 = 0. Az eredmény egy normalalakt negyedfoki egyenlet.

egyenlet normalalakjat. Tobblépéses atalakitassal:

1.6.1.2. n szamu algebrai egyenletbdl 4116 rendszerek

Minden algebrai egyenletrendszer normalalakra, azaz polinomialis alakra hozhato:
Pi(z,y,z,...) =0, Pyx,y,2,...) =0, ..., Pyz,y,2,...)=0. (1.136)
AP, (i=1,2,...,n) fliggvények az x,y, z, . . . valtozok polinomjai.
1 —1
B Keressiik a kovetkezd egyenletekbdl allo rendszer normalalakjat: 1. L2 , 2. i =z,

VY z y—1

3. xy==z.



A normaélalak: 1. 2?22 —y =0, 2. 22 -2z +1—9y?2+2yz—2=0, 3. 2y—2=0.

1.6.1.3. Hamis gyokok

Algebrai egyenletnek az (1.135) norméalalakra valé atalakitasa utan el6fordulhat, hogy a P(z) = 0
egyenletnek vannak olyan megoldasai, amelyek az (1.134) kiindulési egyenletnek nem megoldasai. Ezért
probéra van sziikség: P(x) = 0 gyokeit be kell helyettesiteni a kiindulési egyenletbe, és meg kell vizs-
galni, hogy ezek (1.134)-nak is megoldasai-e vagy sem.
3

maA: T = T Ennek normalalakja z* — 23 — 2+ 1 = 0. A normalalaknak megoldasa az x = 1

xr — x —
érték, de a kiindulési egyenletnek nem, mert utobbi az © = 1 esetre nincs értelmezve.
B B: /o + 7+1 =2z vagyis vz + 7 = 22 — 1. Négyzetre emeléssel kapjuk a 42? — 5z — 6 = 0 normé-
lalakot, amelynek gyokei 1 = 2 és xy = —3/4. Az x1 = 2 gyok a kiindulési egyenletnek is megoldasa,
az T gyok azonban nem.

1.6.2. 1.—4. foku egyenletek
1.6.2.1. Elséfoka (linearis) egyenletek

1. Normalalak:

ar+b=0. (1.137)
2. A megoldasok szama: Mindig egy valos
b
== 1.138
x1 a ( )

megoldas van.

1.6.2.2. Masodfoku (kvadratikus) egyenletek

1. Normalalak:

az® +br+c=0. (1.139a)
vagy a-val val6 osztas utéan:
P +pr+q=0. (1.139b)
2. A val6s gyokok szama: A
2
D = 4ac — b* vagy D:q—% (1.140)

diszkriminans elgjeléts] fliggden kapjuk:

e D < 0esetén 2 valos megoldas van (2 valos gyok),
e D = 0esetén 1 valés megoldas van (2 egybeesd gyok),
e D > 0 esetén nincs valos megoldas (2 komplex gyok).

3. A masodfoku egyenlet gyGkeinek tulajdonsagai Ha x; és x5 az (1.139a) vagy (1.139b) ma-
sodfoki egyenlet gyokei, akkor
b c
T+ a9 =——=—p, T1-Tg=—=4gq. (1.141)
a a
4. Masodfoki egyenletek megoldasa:

1. médszer: Ha meg tudjuk hatérozni, az
ar’ +br+c=a(r —a)(x—F) (1.142a) vagy 2> +pr+q=(r—a)(z—pB), (1.142b)
szorzatfelbontés kozvetleniil megadja az
rp=a, x3=70 (1.143)

gyokoket.
B2 +2-6=0,22+2-6=(+3)(z—2),21=-3, 15=2.



2. modszer: A megoldoképlet alkalmazasa
a) az (1.139a) alak esetén az

—é + (é>2 —ac
_ Jp2 — 2 2
b+ 2b 49¢ G 1ada)  aar 1 = . (1.144D)
a a

T2 =

megoldasokra vezet, ahol a masodik képlet paros b mellett elényds;
b) az (1.139b) alak esetén az

p p?
= —=—44/= — 1.145
T12 5 T4 ( )

megoldésokat adja.

1.6.2.3. Harmadfoki egyenletek
1. Normalalak:
ax® +bz® +cr+d=0 (1.146a)

b
vagy a-val val6 osztas ésaz y = = + 3 helyettesités utan
a

Yy’ +3py +2¢=0 (1.146b)
ahol
263 be d 3ac — b?
20=——=——=+—¢és3p=—7—. 1.146
1= 9743~ 3a2 * a &P 3a? ( °)
2. A val6s megoldasok szama: A
D=¢+p° (1.147)

diszkriminans elgjelétsl fiiggden adodik
e D > 0 esetén esetén egy valos megoldas (egy valos és két komplex gyok),
e D < 0esetén harom valés megoldas (harom kiilénboz valos gyok),
e D = 0 esetén egy valos megoldas (egy haromszoros valos gyok) ha p = ¢ = 0, vagy két valos
megoldas (egy egyszeres valos gyok és egy kétszeres valos gyok) ha p? = —¢* £ 0.
3. A harmadfoku egyenlet gydkeinek tulajdonsagai: Ha az (1.146a) harmadfoku egyenlet gy6-
kei x1, 19 és x3, akkor
b 1 1 1 c

d
T1+ T+ T3 =——, —t—t—=—, T1ToT3 = ——. (1.148)
a T Ty I3 d a

4. A harmadfoki egyenletek megoldasa:
1. moédszer: Ha meg tudjuk hatarozni, az egyenlet bal oldalanak

azr® +br* +cx +d=alr — a)(x — ) (z —7) (1.149a)
szorzatfelbontasa kozvetleniil megadja az egyenlet

rnn=«a, x3=0, T3=7 (1.149Db)
gyokeit.

B+ 22—62=0, 2°+22—6r=x(x+3)(z—2); 2,=0, 25=-3, z3=2.
2. modszer: CARDANO képletének alkalmazasa. Az y = u + v helyettesitéssel (1.146b) atmegy az

u? + v+ (u+v)(3uv + 3p) +2¢ =0 (1.150a)
egyenletbe. Ez biztosan teljesiil akkor, ha fennall
w0t =-2¢ és ww=—p. (1.150b)

Ha az (1.150b) Gsszefiiggéseket az
w4+ 0P =—2q, udd = —p?, (1.150c)



alakban irjuk, akkor a két ismeretlen u® és v® mennyiség osszegét is, szorzatat is ismerjiik, tgyhogy a

VIETA-féle gyoktétel alapjan (lasd 43. old.) felfoghatjuk ket a
w? — (v +vHw + v = w? + 2quw —p* =0 (1.150d)
masodfoki egyenlet megoldasainak. Innen

wy =1’ =—q+\V@E+p, wr=0v"=—q¢g—\/@+p3, (1.150¢)

tgyhogy az (1.146b) egyenlet y megoldésaira a

y:u+v:</—q+ q2+p3+{’/—q—\/q2+p3 (1.150f)
CARDANO-féle képletet kapjuk. Mivel minden kébgyoknek harom értéke van (lasd (1.133b), 38. old.),

kilenc esetet lehetne megkiilonboztetni, ezek azonban az uv = —p Osszefiiggés miatt a kovetkezd harom
megoldasra redukalodnak:

y1 = uy + v1 (ug és vy azok a valés kobgyokok (barmelyik ilyen par), amelyekre ujv; = —p), (1.150g)

1 i 1 i
Yo = (== + V3 + v (== — S)V3, (1.150h)
2 2 2 2
1 i 1 i ,
ys = (=5 — 5)V3+u(—5+35)V3. (1.1501)
2 2 22
W’ +6y+2=0.Tttp=2,¢g=1,+p*=9ésu=+/—1+3=1+/2=1,2599,
v=+/—1-3= /-4 =—1,5874. A valés gyok y; = u + v = —0,3275, a komplex gydkdk yp3 =

1 3
—S(u+v) i%(u —0) = 0,1638 + 12,4659,

3. modszer: Az 1.2. tablazatban feltiintetett segédmennyiségek alkalmazasa. Bevezetjik az

r =/ (1.151)

jelolést, ahol p az (1.146b) egyenletbdl valo, és r elGjelét g elGjelével egyezdnek valasztjuk. Ezutéan p és
D = ¢® + p? elGjelétdl fiiggden a tablazatbol meghatarozzuk a ¢ segédmennyiséget és ennek felhaszna-
lasaval az yq, yo és y3 gyokot.

2
Wy —9y+4=0p=-3,q¢=2, P+p><0,7=+3, cosp = 3—\/3 = 0,3849, ¢ = 67°22".
Y1 = —2v/3c0522°27 = —3,201, y, = 2v/3cos(60° — 22°27") = 2,747 , y3 = 2+/3 cos(60° 4 22°27') =
0,455. Proba: y; + yo + y3 = 0,001, ami a kerekitési hibak miatt 0 helyett elfogahato.
4. médszer: Kozelité megoldas, lasd 910. old.

1.6.2.4. Negyedfoki egyenletek
1. Normalalak:
ax* +br* + e’ +dr+e=0. (1.152)

Ha az egyenlet minden egyiitthatoja valos, akkor vagy 0, vagy 2, vagy 4 valoés megoldasa van.
2. Specialis alakok: Ha b = d = 0, akkor az

az* +cx’+e=0 (1.153a)
egyenlet gyokeit az

—c++/c? —4ac

L1234 = i\/@ y= %
képletekkel lehet kiszamitani. Ha a = e és b = d, akkor az
azx* + bz’ +ca’ +br +a=0 (1.153c)

(1.153b)



1.2. tablazat. Segédmennyiségek a harmadfoku egyenletek megoldasahoz

p<0
p>0
¢ +p°<0 ¢ +p° >0
q q
congZT—3 Chgp:r—s Shgpzﬁ
Y1 = —2rcos§ Y1 = —27“Ch§ Y1 = —2rsh§
+2rcos(60° > ygzrchg—l—i\/grshg ygzrshg—ki\/grchg
—|—2rcos<60°—|— ) ygzrchg—i\/grshg ygzrshg—i\/grchg

egyenlet gyokeit a kovetkezd képletek segitségével nyerjiik:

2 2 2
1o — yEVy -4 \/2y—47 Y= —b+ Vb 2—4ac—|—8a . (1.1534)
a

3. Az altalanos negyedfoku egyenlet megoldasa:
1. médszer: A bal oldal szorzatfelbontasaval

az* + bz’ +cr’ +dr+e=0=a(r—a)(r - B)(x—7)(x —0) (1.154a)
kozvetleniil megadja az

r1=a, x3=[0, T3="7, T4=0 (1.154b)
gyokoket.
WMot —223—22+22 =0, 2(2? - D)z —-2) =a2(z — 1)(z+1)(z —2);
r1=0, z90=1, 2z3=—-1, x4, =2.
2. modszer: Az (1.154a) egyenlet gyokei a = 1 esetén megegyeznek az

x2+(b+A)§+ (y+ by; d) =0 (1.155a)

egyenlet gyokeivel, ahol A = 4./8y + b> — 4c és y a kovetkez6 harmadfoki egyenletnek egy valds
gyoke:

8y* — dey? + (2bd — 8e)y + e(4c — b?) —d* = 0. (1.155b)
3. médszer: Kozelité megoldas, lasd 910. old.
1.6.2.5. Ot6d- és magasabbfoku egyenletek

altalaban nem oldhatok meg gyokvonésokkal és a tobbi algebrai mitivelettel.

1.6.3. n-edfoku egyenletek

1.6.3.1. Algebrai egyenletek altalanos tulajdonsagai
1. Gyokdk Az

2"+ ap 2"+ ag=0 (1.156a)
egyenlet bal oldalat n-edfoku P, (z) polinomnak, (1.156a) megoldasait a P, (x) polinom gytkeinek ne-

vezzik. Ha « a polinom egy gyoke, akkor P,(x) oszthato az (x — a) kifejezéssel. Az altalanos esetben
fennall

P,(z)=(r—a)P,_1(z) + P,(a). (1.156b)



Itt P,_1(z) egy n — 1-edfoki polinom. Ha P,(x) oszthaté az (x — )* , de nem oszthato az (v — a)**?

kifejezéssel, akkor azt mondjuk, hogy o a P,(z) = 0 egyenletnek k-szoros gyoke. Ebben az esetben v a
P,(x) polinomnak és legfeljebb (k — 1)-edrendii derivaltjainak kézos gyodke.

2. Azalgebraalaptétele Minden n—edfoki egyenletnek, amelynek az egyiitthatoi valds vagy komp-
lex szamok, n darab valos vagy komplex gyoke van, ha a k-szoros gyokoket k-szor szamoljuk. Ha P(x)
gyokei a, 3,7, . .. és ezeknek a multiplicitasa (sokszorossaga) rendre k, [, m, . .., akkor érvényes a

P(z) = (z — a)*(z — B)(z —y)™. ... (1.157a)
szorzatelddllitas. A P(x) = 0 egyenlet megoldasat mindig meg lehet kdnnyiteni egy olyan egyenletre

valo visszavezetéssel, amelynek a gyokei ugyanazok, mint a kiindulési egyenletéi, de most mar csak 1
multiplicitassal. Ehhez a polinomot két tényezére bontjuk a

P(z) = Q(@)T(z), (1.157b)

Tx)=(z—-a)z-03""..., Q)= (z—a)(z—75)... (1.157c¢)

képleteknek megfelelGen. T'(x)-et a P(x) polinom és derivaltja, P’'(z) legnagyobb kozos osztojaként
(lasd 14. old.) lehet meghatarozni, mert P(x) tobbszords gyokei P’(z)-nek is gyokei. Ezutan a Q(x)
polinomot gy kapjuk meg, hogy P(z)-et elosztjuk a T'(x) polinommal; Q(x) zérushelyei ugyanazok,
mint P(z)-¢éi, de multiplicitasuk 1.

3. A Vieta-féle gyoktétel (gyokok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések) Az (1.156a) egyen-
let n darab xq, xs, ..., x, gyoke és az egyilitthatok kozott fennéllnak a kovetkezs Osszefiiggések:

n
Xy +ro+...+x, = E Ti = —Qp_1,
i=1

n
1o + 2123+ ... +Tp_ 12, = E T;T; = Ap—3,

ij=1
1<j

n
T1ToT3 + T1ToZy + ... + Tpolp_ 1T, = E LT = —Qp_3, (1.158)

i,4,k=1
1<j<k

T1T2 ... Tp = (—1)”&0.

1.6.3.2. Valos egyiitthat6ji egyenletek

1. Komplex gyokok felléphetnek valos egyiitthatoji polinomegyenletek megoldésaiként is, de csak
konjugalt komplex parokban, vagyis ha o = a+ibegy gyok, akkor = a—ibis az, méghozza ugyanazzal
a multiplicitassal. Masodfokt esetben ap = —(a + 3) = —2a és ¢ = aff = a® + b?* jeloléssel fennall

<§)2 —q<0és
(x—a)(x—p)=a+pr+q. (1.159)

Ha az (1.157a) 6sszefiiggésben minden ilyen tényez&par szorzatat (1.159) szerinti kifejezésével helyet-
tesitjiik, akkor a valos egyiitthatoju polinomnak egy valds tényezdkre valo felbontésat kapjuk:

P(x) = (x — o))" (z —ag)k2 - -

(2 prr @)™ (2 4 por + @)™ - (2P pex )™ (1.160)
Itt a1, ag, ..., a P(z) polinom [ darab valos gyoke. P(z)-nek van tovabba r par konjugélt komplex
gyoke, amelyeket az 22 + p;x + ¢; (i = 1,2,...,r) masodfoka tényezdk zérushelyeiként nyeriink. Az

2
a; (7 =1,2,...,0),piésq (1 = 1,2,...,7) szamok valosak, és fennall <%) —q < 0. A gyokok

multiplicitasai rendre kqi, ko, ..., kj ésmy,mo, ..., m,.



2. Valos egyiitthatoju egyenlet gyokeinek szama Az (1.159) dsszefliggéssel kapcsolatban el-
mondottakbol kdvetkezik, hogy minden paratlan foku egyenletnek van legalabb egy valos gyoke. Hogy
az (1.156a) egyenletnek két tetszoleges a és b valos szam kozott, ahol a < b, hany valos gyoke van, azt
a kovetkezSképpen lehet meghatarozni:

a) A t6bbszoros gyokok levalasztasa: ElGszor levalasztjuk a P(x) = 0 egyenlet tobbszoros gyokeit,
mialtal olyan egyenletet kapunk, amelynek minden gyoke megvan, de mar csak 1 multiplicitassal. Ezt
az algebra alaptételénél ismertetett moédon lehet megtenni.

Célszertibb azonban az euklideszi algoritmushoz nagyon hasonlé STURM-mddszer szerint mindjart a
STURM-féle ldnc (a STURM-fligguények) meghatéarozasaval kezdeni. Ha az utolso, nullatol kiillonbozs
P,, maradék nem konstans, akkor P(x)-nek vannak tobbszords gyokei, amelyeket le kell valasztani.
Mindenesetre ezutén az j P(z) = 0 egyenletnek nincsenek t6bbszoros gyokei, de tjra meg kell hata-
rozni a STURM-féle lancot.

b) A Sturm-fiiggvények sorozatanak képzése:

P(z), P'(z), Pi(z), P»(x),..., P, = const. (1.161)

Itt P(x) az adott egyenlet bal oldala, P'(z) a P(x) els6 derivaltja, P;(z) a P(x) polinomnak a P’'(x)
polinommal val6 osztasanal keletkez6 maradék, de ellenkezs elGjellel véve, Py(x) a P'(x) polinom-
nak a P;(z) polinommal val6 osztasanal fellépd, szintén ellenkezs elGjellel vett maradék stb.; P, =
konstans # 0 az utolso6, de konstans maradék. A szamolés egyszertisitése céljabol szabad a kapott ma-
radékokat konstans pozitiv szorzokkal megszorozni, ettdl az eredmény nem valtozik meg.

c) Sturm tétele: Ha az (1.161) sorozatban a jelvaltasok, vagyis a ,,4+"-r6l ,,—"-ra, ill. forditva torténd
atmenetek szama x = a esetén A és x = b esetén B és P(a) és P(b) # 0, akkor az A — B kiilonbség
egyenls a P(x) = 0 egyenlet (a, b) intervallumban talalhato valos gyokeinek a szamaval. Ha a szamso-
rozatban egyes szamok nullaval egyenl6k, akkor azokat a jelvaltasok megszamlalasanal ki kell hagyni.

B Hatdrozzuk megaz r*—522+82—8 = 0 egyenlet gyckeinek szaméat a [0, 2] intervallumban. A STURM-
fiigguények kiszamitasaval a kovetkezst kapjuk: P(z) = 2* — 52? + 8z — 8; P'(z) = 42 — 10z + 8;
Pi(z) =52 —122+16; Po(x) = —3x+284; Py = —1. Az z = 0 helyettesités a —8, +8, +16, +284, —1
sorozatot adja két jelvaltassal, az x = 2 helyettesités pedig a +4, +20, +12, 4278, —1 sorozatot egy jel-
valtassal, igyhogy A — B =2 — 1 =1, vagyis 0 és 2 kozott egy gyok talalhato.

d) Descartes-féle elgjelszabaly: A P(x) = 0 egyenlet pozitiv gyokeinek szama (most multiplici-
tassal szamolva) nem nagyobb, mint a P(z) polinom egytitthato-sorozataban a jelvaltasok szama, és
utobbitol csak paros szammal kiilonbozhet (megint elhagyjuk a 0-kat az egytitthatok sorozatabol).

B Mit lehet mondani az 2* + 22% — 22 4+ 52 — 1 = 0 egyenlet gydkeirsl? Az egyenlet egyiitthato-
inak elGjele rendre +, +, —, +, —, vagyis harom jelvaltas van. Az egyenletnek a DESCARTES-féle
jelszabaly szerint vagy egy, vagy harom pozitiv gyoke van. Mivel = helyébe —x értéket irva az egyenlet
gyokeinek elGjele megvaltozik, tovabba x helyébe az x + h értéket irva a gyokok h-val csokkennek, a
Descartes-féle jelszabély segitségével a negativ gyokok szaméat, valamint a h-nal nagyobb gyokok szé-
mat is becsiilni lehet. A jelen példédban z helyébe a —x értéket frva az ¢ — 223 — 22 — 52 — 1 = 0
egyenletet kapjuk, tehat az egyenletnek egy negativ gyoke van. Ha x helyébe az x + 1 értéket irjuk,
akkor z* + 622 + 1122 + 132 + 6 = 0 adodik — aminek nyilvanvaléan nincs pozitiv gyoke —, tehat az
egyenlet minden pozitiv gyoke (egy vagy harom darab) 1-nél kisebb.

3. n-edfokt egyenletek megoldasa n > 4 esetén az egyenletek altalaban csak kozelitéleg old-
hatok meg. A gyakorlatban azonban méar a harmad- és negyedfoku egyenletek megoldaséra is kozelits
modszereket alkalmaznak. n-edfoku algebrai egyenlet 6sszes gyokei, koztiik a komplexek, kozelité meg-
hatérozasaraszolgal a BRODETSKY—SMEAL-féle modszer (1asd [1.9], [19.38]). Algebrai egyenletek egyes
valos gyokeinek kiszamitésa a nemlinearis egyenletek megoldéséra szolgal6 altalanos kozelité modsze-
rekkel is lehetséges (lasd 907. old.). Algebrai egyenletek komplex zérushelyeinek meghatarozasara a
BAIRSTOW-féle eljaras hasznalhato (lasd [19.22]).



1.6.4. Transzcendens egyenletek visszavezetése algebrai
egyenletekre

1.6.4.1. Definicio

Az F(z) = f(z) egyenlet transzcendens, ha az F'(z), f(z) fliggvények koziil legalabb az egyik nem
algebrai.

B A: 3=42.2° W B: 2log; (3z — 1) —logs (122 +1) =0, B C: 3chz =shz +9,
1
HD: 20! =8"2_42 M E: sinz = cos’z — 1 B F: zcosx =sinz.

Egyes esetekben a transzcendens egyenletek megoldésat, pl. alkalmas helyettesitésekkel, algebrai egyen-
letek megoldéasara lehet visszavezetni. Altalaban azonban a transzcendens egyenleteket csak kozelitéleg
lehet megoldani. Alabb néhany, algebrai egyenletre visszavezethetd esetet targyalunk.

1.6.4.2. Exponencialis egyenletek

Ezponencidlis egyenletek, ha az x ismeretlen vagy egy P(x) polinom csak egyes a, b, ¢, - - - mennyiségek
kitevGjében szerepel, a kovetkezs két esetben vezethetSk vissza algebrai egyenletre:

1. Haaz a™® | p2(®) hatvanyokat nem kotik egymaéshoz osszeadasok vagy kivonasok, az egyenlet
mindkét oldalanak tetszéleges alapra vonatkozo logaritmusat vessziik.
2log4

B 3°=4"2.27;2log3 = (v — 2)logd + xlog2; z =

log4 —log3 +log2 "

2. Haa, b, c, ... egyazon k szam egész vagy tortkitevsjd hatvanyai, vagyis a = k™, b = k™, ¢ = k!,
..., akkor bizonyos koriilmények kozott az y = k¥ probakifejezés segitségével y-ra algebrai egyenletet
logy

kapunk, amelynek megoldasa utan z-et az x = képlet révén szamszertien meg lehet hatarozni.

og
2 232: 22:p
W2 =872 472, — = TEEET Az y = 2% helyettesitéssel y® — 4y? — 32y = 0 ésy; = 8,
Yo = —4,ys =0;2" =8§,272 = —4 2% =0, ugyhogy z; = 3. T6bb valds gyok nincs.

1.6.4.3. Logaritmikus egyenletek
Logaritmikus egyenleteket, ha az x ismeretlen vagy egy P(x) polinom csak a logaritmusjel alatt fordul
els, a kovetkezs két esetben lehet algebrai egyenletre visszavezetni:

a) Ha az egyenlet csak egy bizonyos kifejezés logaritmusat tartalmazza, akkor ezt a logaritmust 1j
ismeretlenként lehet bevezetni és az egyenletet erre megoldani. Az eredeti ismeretlent a logaritmusbol
szamitjuk ki.

W mflog, P(x)]* + n = ay/[log, P(z)]2 +b. Az y = log, P(x) helyettesités az my® + n = a\/y> + b
egyenletre vezet. Az y mennyiség meghatarozasa utan z-re a P(x) = a¥ egyenletet kapjuk.

b) Ha az egyenlet mindkét oldala olyan kifejezések egyazon a alapra vonatkozo logaritmusainak m,
n, ... egész egyltthatokkal képzett linearis kombinacioja, amelyek x-nek polinomjai, pl. az egyenlet
mlog, Pi(x) + nlog, Py(x) + --- = 0 alaku, akkor az egyenlet bal oldalat is, jobb oldalat is egyetlen
kifejezés logaritmusara lehet visszavezetni.

(3z —1)? (3z —1)?

. 21Og5 (3.7} — ].) — 10g5(12l' + ].) = 0, 1Og5 m = 1Og5 1, 192 T 1

x1 = 0 esetben a kiindulasi egyenletbe valé behelyettesitésnél egy negativ szam logaritmusa, vagyis
komplex mennyiség 1ép fel, tgyhogy x1 = 0 nem megoldas.

=1;21=0,290=2. Az

1.6.4.4. Trigonometrikus egyenletek

Trigonometrikus eqyenleteket algebrai egyenletre lehet visszavezetni, ha az x ismeretlen vagy az n egész
egyiitthatoju nx + a kifejezés csak a trigonometrikus fiiggvények argumentumaban fordul els. A tri-
gonometrikus képletek alkalmazasaval az egyenletet at lehet alakitani tigy, hogy x-nek csak egyetlen




fliggvényét tartalmazza, és ezt y-nal tessziik egyenl6vé. Az igy kapott egyenlet megoldasa utdn megha-
tarozzuk z-et. Ugyelni kell a megoldasok tobbértelmtiségére.

1 1 3
M sinz = cos’z — 1 vagyis sinz = 1 — sin?z — 1 Az y = sinx helyettesitéssel y? + y — 1- 0 és
1 3
B=gau= g Az yo megoldas a kiindulasi egyenletre | sin z| < 1 miatt nem ad valés megoldast;

1 5
az Yy, = 3 megoldés az © = % + 2kmés T = g + 2k gyokokre vezet, ahol k =1,2,3,....

1.6.4.5. Egyenletek hiperbolikus fiiggvényekkel

Hiperbolikus fiigguényeket tartalmazo egyenletek akkor vezethetSk vissza algebrai egyenletre, ha az x

ismeretlen csak a hiperbolikus fiiggvények argumentumaban fordul el§. Ehhez a hiperbolikus fliggvé-

1
nyeket exponencialis kifejezésekkel helyettesitjiik, majd alkalmazzuk az y = €* és — = e~ * helyettesi-

tést, mialtal y-ra algebrai egyenletet kapunk. Ennek megoldasa utan méar csak az x = Iny értéket kell
kiszamitani.

3(e® —x r __ ,—T 9
W 3cho—sho o o0 ;6 ) _¢ 26 F O e 12T —9=0:y+-—9=0,9°—9y+2=0;
y
9+ /73 9+ /73 973
Yro = # Lay = m%ﬁ ~ 21716, o5 = In ———" ~ —1,4784.



2. Fluggvények és el6allitasuk

2.1. A fiiggvény fogalma

2.1.1. A fiiggvény definicidja
2.1.1.1. Filiggvény

Ha x és y két valtozo mennyiség, és ha egy adott x értékhez pontosan egy y érték van hozzarendelve,
akkor az y mennyiséget x fliggvényének nevezziik és az

y=f(z). (2.1)
jelolést hasznaljuk. A valtozo x mennyiséget az y fliggvény fiiggetlen vdltozojanak vagy argumentumd-
nak nevezziik. Azok az x értékek, amelyekhez y érték van hozzarendelve, alkotjak az f(z) fiiggvény D
értelmezési tartomdnydt. A valtozo y mennyiség neve fiiggd valtozo; az osszes y értékek alkotjak az f(x)
fliggvény W értékkészletét.
2.1.1.2. Valés fiiggvény
Ha az értelmezési tartomany és az értékkészlet csak valos szamokat tartalmaz, azt mondjuk, hogy y =
f(x) valds viltozdji valds fiigguény.

WM A:y=22,ahol D: —co<z <00, W: 0<y<oo.
B B:y=./r,ahol D: 0<2 < o0, W:0<y<oo.

2.1.1.3. Tobbvaltozos fiiggvény
Ha az y valtozo egynél tobb xq, xo, . . ., x,, fliggetlen valtozotol fiigg, akkor az

y:f(x17x27"'axn) (22)
jelolést hasznaljuk és tobbvaltozos fliggvényrdl beszéliink (lasd 121. old.).

2.1.1.4. Komplex fiiggvény

Ha a fiiggetlen valtozo egy z komplex szam, akkor a w = f(z) képlet komplex valtozoji komplex fiigg-
vényt ir le, amelyet a komplex fiiggvénytan (lasd 694. old.) targyal. A komplex fiiggvények kozé tartoz-
nak azon fliggvények is, amelyek valos = argumentumokra vannak értelmezve, de komplex f(z) fiigg-
vényértékeket vesznek fel.

2.1.1.5. Tovabbi fiiggvények

Kiilonboz§ alkalmazasi teriileteken, pl. a vektoranalizisben olyan fliggvények keriilnek felhasznalasra,
amelyeknél az argumentum és a fiiggvényértékek példaul a kovetkezdképpen vannak értelmezve:
a) Az argumentum valos — a fiiggvény vektor értékd.

B A: Vektorfiiggvény (lasd 664. old.).

B B: Sikbeli és térbeli gorbék paraméteres elsallitasa (lasd 238. old.).
b) Az argumentum vektor értéki — a fliggvény valos.

B Skalarmez6 (lasd 665. old.).

¢) Az argumentum vektor értékd — a fiiggvény vektor értékdi.

B Vektormezs (lasd 666. old.).

2.1.1.6. Funkcionalok

Ha egy meghatéarozott fliggvényosztaly minden egyes © = z(t) fiiggvényéhez hozza van rendelve egy
valos szam, funkciondlrol beszéliink.

B A: Ha () adott, az [a, b] intervallumon integralhato fiiggvény, akkor f(x) = fab @(t)x(t) dt linearis
funkcional, amely az Gsszes, az [a, b] intervallumon folytonos x = x(t) fiiggvényekre értelmezett (lasd
637. old.).




B B: A variacioszamitasi feladatok integralkifejezései (lasd 561. old.).

2.1.1.7. Filiggvény és leképezés
Legyen adva két nem iires halmaz, X és Y . Leképezésen, amelyet az
f:X—>Y (2.3)

modon jeloliink, olyan el6irast értiink, amely X minden x eleméhez Y-nak egy egyértelmtien meghaté-
rozott y elemét rendeli. Az y elemet az x elem képének nevezziik, és hasznaljuk az y = f(z) frasmodot
is. Azt mondjuk, hogy az Y halmaz az f képtartomdnya vagy értékkészlete, az X halmaz pedig f értel-
mezési tartomadnya.

B A: Ha az értelmezési tartomény és a képtartoméany a valés szamok halmazéanak egy-egy részhal-
maza, vagyis X = D C RésY = W C R, akkor a (2.3) képlet az = valos valtozonak egy y = f(x)
valos fiiggvényét irja le.

B B: Ha fegy A = (a;) (i = 1,2,...,m;5 = 1,2,...,n) matrix, tovabba X = R" é&sY = R™,
akkor a (2.3) képlet R"-nek egy R™-be valo leképezését irja le. A (2.3) el6iras ekkor a kovetkezd, m
linearis egyenletbdl all6 rendszert jelenti:

Y1 = apxi + Qe + -0+ apy
y = Ax ill Yo = A21T1 + A22Ts + -+ +  AopTh

vagyis Ax az A matrix x vektorral valo szorzata.

Megjegyzések:

1. A leképezés fogalma a fiiggvényfogalom altaldnositasa. Ezért a leképezéseket fliggvényeknek is ne-
vezik.

2. A leképezések f6bb tulajdonsagai a 293, 293. oldalakon talalhatok.

3. Az olyan leképezést, amely egy X absztrakt tér minden eleméhez egyértelmien egy, esetleg masik,
Y absztrakt tér valamelyik elemét rendeli, operdtornak nevezziik. Itt absztrakt téren altaldban flige-
vényteret értlink, mert az alkalmazasok szempontjabol fontos terek elemei legtobbszor fliggvények.
Absztrakt terek példaul a linearis terek (lasd Vektorterek, 321. old.), a metrikus terek (lasd 615 old.)
és mindkettdjiik kozos részosztalya, a normalt terek (lasd 626. old.).

2.1.2. Mbodszerek valos fiiggvények értelmezésére

2.1.2.1. Fiiggvény megadasa

Fiiggvényeket kiillonbozsképpen lehet megadni vagy értelmezni, pl. értéktablazattal, grafikus abrézo-
lassal azaz gorbével, egyetlen képlettel, amelyet analitikus kifejezésnek is neveznek, vagy (példaul sza-
kaszonként) kiilonbo6z6 képletekkel. Analitikus kifejezés értelmezési tartomdnyaban az argumentumnak
csak olyan értékei szerepelhetnek, amelyekre a fiiggvény értelmes, azaz egyértelmiien meghatarozott vé-
ges valos értéket vesz fel.

Példak szakaszonként eltéréen megadott fliggvényekre:
B A: y=FE(z)=[z] =n,han <z <n-+1,negész.

z haz<0 —1,hax <0,
.Bi?J:{xz’ hax;O’lC:y:sign(:v): 0, haz=0,
’ - +1,haz>0.

Itt sign(x), ejtsd: ,szignum z”, az eldjelfiggvényt jeloli. Az E(x), ill. [z] fiiggvény, ejtsd: ,x egészrésze”
azt a legnagyobb egész szamot adja meg, amely kisebb vagy egyenl mint x. A 2.1. Abran a megfelels
grafok lathatok; a nyilhegyek arra utalnak, hogy végpontjuk nem tartozik a fiiggvénygorbéhez.



y A YA
5 —_
4 y=E(x) — X’ 7 y=sign(x)
3 — 1 le——o
2 — 0 X .
1 —_ 0 X
- > y — -1
0'' 123 45 6x
a) b) c)
2.1. abra.

2.1.2.2. Valés fiiggvény analitikus elGallitasa

Altalaban a kovetkez6 harom alakot hasznaljak:

1. Explicit elsallitas: y = f(z). (2.4)
By=+Vv1l—-22 -1<z<1, 0<y<1.Ittakoordinatarendszer kezdépontja koré rajzolt
egységkor felss felérsl van szo.

2. Implicit elgallitas: F(z,y) =0, (2.5)
ha ez az egyenlet egyértelmiien megoldhato6 y-ra, azaz barmely x-hez legfeljebb egy y-ra teljesiil.
W22 -1=0, —-1<z<+1, 0<y<1.Ittisazegységkor felss felérsl van szo. Megjegyezziik,
hogy példaul az 22 + 3% 4+ 1 = 0 sszefiiggés nem értelmez valos fiiggvényt.

3. Paraméteres elGallitas: = = ¢(t), y=1(t). (2.6)
x és y értékeit egy, paraméternek nevezett, t segédvaltozo fliggvényeként adjuk meg. A p(t), ¥(t) fiige-
vények értelmezési tartomanya azonos kell legyen.

B x=p(), y=1¢() aholy(t)=costéstp(t) =sint, 0 <t <m.Ittismétakoordinatarendszer
kezdGpontja koré rajzolt egységkor felss felének elGallitasarol van szo.

Megjegyzés: Nem minden paraméteres elGallitasu fiiggvénynek van paramétermentes explicit vagy
implicit analitikus elGallitasa.
W o=1(+2sint=p(t),y=1t—cost =1(t).

2.1.3. Néhany fiiggvényfajta
2.1.3.1. Monoton fiiggvények

Ha egy valos fliggvény az értelmezési tartomanyban barmely x; és x5 argumentumra, ahol zo > xq,
teljesiti az

f(z2) = f(z1) (2.7a)
feltételt, akkor monoton névekedd fiiggvénynek nevezziik (2.2.a abra). Ha
flaz) < flan), (2.7b)
akkor monoton csokkend fiigguényrdl beszéliink (2.2.b abra). Ha a monotonitési feltétel nem teljesiil
y y
0 X X x 0l X Xy X
a) b)

2.2. 4bra.




az értelmezési tartoményhoz tartozé minden x értékre, hanem csak a tartomany egy részében, pl. egy
intervallumban vagy egy féltengelyen, akkor azt mondjuk, hogy a fliggvény ebben a résztartomdnyban
monoton. Azokat a fiiggvényeket, amelyekre az

flzo) > f(xy) vagyaz f(xg) < f(z1) (2.7¢)
feltétel érvényes, vagyis a (2.7a), (2.7b) képletekben az egyenldségjel nincs megengedve, szigorian mo-
noton novekeddnek, ill. csokkendnek nevezziik. A 2.2.a Abran egy szigortian monoton névekedd fiigg-
vény van feltiintetve, a 2.2.b abran pedig egy ;1 és x9 kozott allando, azon kiviil szigortian monoton
csokkend fiiggvény.
B y = ¢ ¥ szigortan monoton csokkens R-en, y = Inx pedig szigortian monoton noévekeds a pozitiv
féltengelyen.

2.1.3.2. Korlatos fiiggvények

Egy valos értéki fliggvényt feliilrdl korldtosnak neveziink, ha értékei nem haladnak meg egy bizonyos
szamot (felsd korldt), és alulrdl korldatosnak, ha értékei nem kisebbek egy meghatérozott szamnal (alsé
korlat). A feliilrél is, alulrdl is korlatos fiiggvényeket korldtosnak nevezziik.

B A: y=1-— 22 feliilr6l korlatos (y < 1). M B: y = e” alulrol korlatos (y > 0) .
4
B C: y=sinx korlatos (-1 <y <+1). MED:y= T2 korlatos (0 <y <4).
x

2.1.3.3. Filiggvény széls6értékei

A D értelmezési tartomanyu valos f(x) fliggvénynek az a helyen abszolit vagy globdlis mazimuma van,
ha minden x € D értékre fennéll

fla) = f(z). (2.82)
Az f(x) fiiggvénynek az a helyen relativ vagy lokdlis mazimuma van, ha a (2.8a) egyenlStlenség csak a
egy kornyezetében teljesiil, vagyis azokra az x-ekre, amelyek kielégitik aza—e < x < a+e,e > 0,2 € D
feltételt.

Az abszolut vagy globdlis minimum, valamint a relativ vagy lokdlis minimum definici6ja a fentiekkel
analog, csak a (2.8a) egyenl6tlenséget az

fla) < f(x). (2.8b)
egyenldtlenséggel kell helyettesiteni.
Megjegyzések:
a) A maximum és minimum, kézos néven szélsdérték fogalma nem kotsdik a fiiggvény differencialha-

tosdgahoz, tehat olyan fiiggvényekre is vonatkozik, amelyek egyes helyeken nem, vagy éppen seholsem
differencialhatok. Tipikus példak erre bizonyos gorbék csicsai (lasd a 6.10.b, ¢ abrakat, 396. old.).

b) Differencialhatoé fiiggvények szélsGértékeinek meghatéarozasara szolgélo modszerek a 6.1.5. fejezet-
ben, a 395. oldaltol kezd6dGen talalhatok.

2.1.3.4. Paros fiiggvények
A paros figguények (2.3.a abra) teljesitik az

f(=z) = f(z). (2.9a)
feltételt. Ha f értelmezési tartoménya D, akkor teljesiilnie kell, hogy
(xe D)= (—xe€D). (2.9b)

HA: y=cosz, BB: y=2-322+1.
2.1.3.5. Paratlan fliggvények
A paratlan figguények (2.3.b abra) teljesitik az
f(=x)=—f(z). (2.10a)
feltételt. Ha f értelmezési tartomanya D, akkor megint
(xe D)= (—x€D). (2.10b)
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2.3. abra. 2.4. 4bra.

MA: y=sinz, BB:y=2°—12.

2.1.3.6. Eldsallitas paros és paratlan fliggvény segitségével
Ha az f fiiggvény D értelmezési tartomanyéra teljesiil az el6bbi ,,x € D esetén —x € D” feltétel, akkor
f elsallithato egy g paros és egy u paratlan fiiggvény Osszegeként:

F(r) = g(a) +u(e) abol g(x) = [f() + f-a)], wlw)=Slf@) ~ f-a)].  (21)

W f(z)=¢"= % (" +e ) + % (" —e™®) =chz +shaz (1. 2.9.1.).

2.1.3.7. Periodikus fiiggvények
A periodikus fiigguények valamely T-vel teljesitik az
fle+T)=f(z), T =Xkonstans, T #0. (2.12)

feltételt. A periodikus, folytonos, nemkonstans fliggvények esetén mindenképpen létezs legkisebb po-
zitiv T szamot, amelyre ez a feltétel teljesiil, periddusnak hivjuk (2.4. abra).

2.1.3.8. Inverz fiiggvény

A D értelmezési tartoméanyu és W értékkészletd y = f(z) fiiggvény minden z € D értékhez egy y € W
értéket rendel. Ha megforditva, minden y € W értékhez is egyértelmten hozzarendelhets egy x € D
érték, amelyre y = f(x), akkor f inverz fiigguényét kapjuk. Ezt a ¢ vagy az f~! jellel jelsljiik. Ebben
az esetben az f~! jel fiiggvényszimb6lum, nem hatvanyt fejez ki.
Azy = f(x) figgvényrdl gy tériink at az inverz fiiggvényre, hogy z-et és y-t felcseréljiik és az v = f(y)
egyenletet megoldjuk y-ra, mialtal az y = (z) eredményre jutunk. Az y = f(z) és az z = p(y)
elGallitas egymassal ekvivalens. Innen adddik a kdvetkezd két fontos képlet:

fle) =y & off(z)==. (2.13)
BAzy = f(x) =e* (D: —o0 <z < oo,W :y > 0) fliggvény ugyanazt a relaciot fejezi ki, mint
r=p(y) =Iny. Fennall ™Y =y, Ine® = .
Az y = p(z) inverz fuggvény gorbéje y = f(x) gorbéjének az y = x egyenesre valo tiikrozésével all el§
(2.5. abra).
Példék inverz fiiggvényre:

B A:y=f(z)=12% ahol D: x >0, W: y>0;

y = p(x) =/r, ahol D: x > 0, W: y>0.
B B: y=f(x)=¢", ahol D: —o0 < x < 00, W: y>0;

y = ¢(x) =Inz, ahol D: x > 0, W: —oc0 <y < 0.
B C: y=f(x) =sinz, ahol D: —w/2<zx<m/2, W: —-1<y<]I,

y = p(x) = arcsinz, ahol D:—-1<x <1, W: —m/2<y<m7/2.
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2.5. abra.
Megjegyzések:

1. Ha az f fiiggvény az I C D intervallumban szigoriian monoton, akkor erre az intervallumra megszo-
ritva létezik az f~1 inverz fiiggvény.

2. Emiatt, ha egy nem monoton fiiggvény értelmezési tartomanya felbonthaté olyan egymasba nem
nyulo szakaszokra, amelyeken szigortian monoton, akkor ezeken kiilon-kiilon 1étezik az inverz fiiggvény.

2.1.4. Fiiggvény hatarértéke
2.1.4.1. Fiiggvény hatarértékének definici6ja

Legyen az y = f(x) figgvény értelmezve az a hely egy kornyezetében, magat az a helyet esetleg kivéve.
A fliggvény hatdrértéke vagy limesze az x = a helyen A, jelben

lim f(x) = A vagy f(r)— A ha z—a, (2.14)

ha mikdzben = minden hatéaron til kozeledik a-hoz, az f(x) fiiggvény minden hataron til kozeledik A-
hoz. Nem sziikséges, hogy az f(z) fliggvény az x = a helyen az A értéket vegye fel, s6t, megismételjiik,
hogy még az sem, hogy e helyen értelmezve legyen.
Egzakt megfogalmazas: A (2.14) hatarérték akkor létezik, ha megadva egy tetszdlegesen kicsi pozitiv
¢ szamot, talalhato egy masik pozitiv n szam ugy, hogy

|lr —a| <n esetén |f(x)— A| <e, (2.15)
kivéve esetleg az x = a értéket (2.6. abra).

AY
A+el———
A _________
A-¢

2.6. abra. 2.7. abra.

Ha a egy szakasz hatarpontja, akkor az |x — a| < n egyenl6tlenség az egyszertia —n < z,ill. x < a+n
egyenlGtlenség koziil az egyikre redukalodik.

2.1.4.2. Visszavezetés sorozat hatarértékére (lasd 410. old.)

Az f(x) figgvény hatarértéke az x = a helyen A, ha az x értékek minden olyan xy,za, ..., x,,. ..
(x, # a) sorozatéra, amely az értelmezési tartoméanyban fekszik és a-hoz konvergél, a megfelels fiigg-
vényértékek f(xy1), f(z2),..., f(x,),... sorozata A-hoz konvergal.



2.1.4.3. A Cauchy-féle konvergenciakritérium

Ahhoz, hogy az f(x) fliggvénynek az x = a helyen létezzen hatarértéke, sziikséges és elégséges, hogy a
fiiggetlen valtozo két tetszéleges, az értelmezési tartomanyhoz tartozo és a-hoz elég kozel fekve xq, zo
értékére a megfelels f(z1), f(x) fiiggvényértékek egymastol tetszélegesen kevéssé kiilonbozzenek.
Egzakt megfogalmazas: Ahhoz, hogy az f(z) fiiggvénynek az x = a helyen létezzen hatarértéke,
sziikséges és elégséges, hogy megadva egy tetszblegesen kicsi pozitiv € szamot, talalhato legyen egy
masik pozitiv n szam gy, hogy két tetszdleges, az értelmezési tartomanyhoz tartozo 1, s (x12 # a)
értékre, amelyekre teljesiil az

|y —al<n & |ra—al <n (2.16a)
feltétel, fennélljon az

[f(x1) = flz2)] <€ (2.16b)
egyenlGtlenség.

2.1.4.4. Végtelen mint fiiggvény-hatarérték
A lim|f(z)] =00 (2.17)

képlet azt fejezi ki, hogy amikor x az a helyhez kozeledik, f(z) abszolat értéke minden hatéron tul
novekszik.

Egzakt megfogalmazas: A (2.17) Gsszefliggés akkor érvényes, ha megadva egy tetszélegesen nagy
pozitiv K szamot, talalhato egy pozitiv 1 szdm gy, hogy az

a—n<zr<a+n (2.18a)
intervallumban fekvé tetszoleges © # a értékekre | f(x)| megfelels értéke nagyobb mint K

|f(x)] > K. (2.18b)
Ha valamely n-val ilyenkor az

a—n<zx<a+n (2.18¢)
intervallumban f(z) minden értéke pozitiv, akkor a

lim f(z) = 400, (2.18d)
irasmodot, ha pedig negativ, a

glclgcll f(z) = —o0. (2.18e¢)

irasmodot hasznaljuk és azt mondjuk, hogy a fliggvény az adott helyen a +o00-be, illetve a —oo-be tart.

2.1.4.5. Fiiggvény bal oldali és jobb oldali hatarértéke

Az f(x) fiiggvénynek az x = a helyen a bal oldali hatdrértéke A~, ha az a szamhoz minden hatéron tul
alulrol kozeleds x értékek esetén a fiiggvényérték minden hataron til kozeledik az A~ értékhez:

A" = xll}glof(x) = f(a—0). (2.19a)

Ehhez hasonléan az f(x) fliggvénynek az x = a helyen a jobb oldali hatdrértéke A, ha az a szamhoz
minden hatéron tul jobbrol kozeleds x értékek esetén a fliggvényérték minden hataron tul kozeledik az
AT értékhez:

At = lim f(x)= f(a+0). (2.19Db)

r—a+0
A lim f(x) = A irasmod feltételezi, hogy a bal és a jobb oldali hatarérték létezik és megegyezik:

T—a

AT =A = A. (2.19¢)




1
B Az f(r) = — fliggvény © — 1 esetén balrdl és jobbrol két kiilonbozs hatarértékhez tart:
1+eo—1
f(1—=0)=1, f(1+0)=0 (2.7.abra).

2.1.4.6. Fiiggvény hatarértéke a végtelenben
Tegyiik fel, hogy az y = f(x) fiiggvény D értelmezési tartomanya feliilrl és/vagy alulrol nem korléatos.

a eset) Azt mondjuk, hogy © — 400 esetén az f(z) fiiggvény hatéarértéke az
A= lim f(x) (2.20a)

r—+00
szam, ha megadva egy tetszdlegesen kicsiny pozitiv € szamot taldlhatoé olyan N > 0 szam, hogy tetszs-
leges x > N,z € D értékre a megfelels f(z) érték az A —e < f(x) < A+ ¢ intervallumban helyezkedik
el. Ehhez hasonléan x — —oo esetén az f(z) fliggvény hatarértéke az

A= C61_1)1}100 f(z) (2.20b)

szam, ha megadva egy tetsz6legesen kicsiny pozitiv € szamot taladlhat6é olyan —N < 0 szam, hogy
tetszbleges © < —N, x € D értékre a megfelels f(x) érték az A — e < f(z) < A + ¢ intervallumban
helyezkedik el.

1 1
MA: lim 2 - —1 EB: lim 2~ —1 EC: lim e =0

r——400 € Tr——00 €T r——00

b eset) Ha z korlatlan novekedése vagy korlatlan csokkenése esetén a fliggvény abszolut értéke minden
hataron tul novekszik, azt a kovetkezSképpen jeloljiik:

lim |f(z)| = o0, illetve lir_"I_l |f(z)| = o0} (2.20¢)
ha pedig valamely N-nel x > N esetén f(z) > 0, illetve f(x) < 0, akkor lim, ., f(z) = oo, illetve
lim, ., f(2) = —o0 és hasonléan z < N esetén co helyett —oo-nel.

3 _ 1 3 _ 1
BA: lim & ;— =+occ, B B: lim a — = —00,
Tr——400 T T——00 €T
1 — a3 1— a3
HC: lim - —oo, M D: Ilim - +00.

2 2

z—+o00 I T——00 I

2.1.4.7. Fiiggvények hatarértékeire vonatkozé tételek

1. Allandé fiiggvény hatarértéke Allando fiiggvény hatarértéke egyenls magéaval ezzel a meny-
nyiséggel:

limA=A. (2.21)
2. Osszeg vagy kiilonbség hatarértéke Veéges sok fiiggvény barmilyen elGjelekkel vett Gsszegének
hatarértéke egyenld e fliggvények hatarértékeinek megfelels elGjelti osszegével, feltéve hogy a hatarér-
tékek kiilon-kiilon 1éteznek és végesek:

lim [f(z) + ¢(z) — ¥(x)] = lim f(x) + lim (x) — lim ¢(x). (2.22)

Tr—a

3. Szorzat hatarértéke Véges sok fliggvény szorzatanak hatarértéke egyenls e fiiggvények hatar-
értékeinek szorzataval, feltéve hogy a hatarértékek kiilon-kiilon léteznek és végesek:

lim [f(2) () v(@)] = [lim f(2)] [lim ()] [lim ()] (223)

4. Hanyados hatarértéke Két fliiggvény hanyadosanak hatarértéke egyenld e fiiggvények hatarér-
tékeinek hanyadoséval:

lim f(z)
lim L&) _ e’ (2.24)
w=ap(z) - lim p(z)




feltéve hogy a hatarértékek kiilon-kiilon léteznek, végesek és lim p(z) # 0.

5. Kozrefogas (rendérelv) Ha az f(z) fliggvény értékeit az a pont valamely kérnyezetében két masik
fiiggvény, ¢(x) és () értékei kozrefogjak, azaz minden ilyen z-re vagy p(z) < f(x) < ¢(z), vagy
P(x) < f(x) < ¢(x), ha tovabba lim ¢(x) = A és lim ¢ (z) = A (itt A +oo is lehet), akkor

lim f(x) = A. (2.25)
Megjegyzés: A fenti tételekben a o0 is lehet.
2.1.4.8. Hatarértékek kiszamitasa

Hatérértékek kiszamitéséara a felsorolt 6t tétel, valamint szamos atalakitas (pl. gyoktelenités) és mod-
szer hasznalatos:

1. Alkalmas atalakitas A fliggvényt a hatarérték kiszamitasara alkalmas alakra hozzuk.

. 1'3—1 . 2
W A: lim =lim (z*+2+1) =3.

r—1 x—l x—1

. Vi+z—-1 . (Vi+z-1)H1+x+1) 1 1
B B: lim— = lim =lim — = — .

z—0 x z—0 z(V1+z+1) a—=0\/14+2+1 2
B C: ol T gy 2020) gy sin20 st o

z—0 x—0 2Qx 2z—0 T t—0 ¢

2. Bernoulli-I’Hospital-szabaly Ha 0 g, 0-00,00—o00, 0% oo, 1 alakt hatarozatlan
00

kifejezések lépnek fel, akkor a BERNOULLI-L’HOSPITAL-szabdlyt (roviden: L'HOSPITAL-szabéalyt) al-
kalmazzuk.
()

(x)

oo
a eset) 0 vagy — alaki hatarozatlan kifejezések: Ha az f(z) = fliggvényre
)

0
1. lim p(z) =0és limy(z) =0 (6 alakt hatarozatlan kifejezés), vagy

lim p(x) = 0o és lim ¢(x) = 0o (E alaka hatarozatlan kifejezés),
r—a ©.¢)

2. a p(z), ¥(x) fiiggvények egy, az a pontot tartalmazo intervallumban értelmezve vannak (magéban
az a pontban a fiiggvények nem kell hogy értelmezve legyenek) és differencialhatok, tovabba ¢’ (x) # 0,
akkor

i (0) = iy S5 220
¢'(x)

feltéve hogy ez utobbi hatarérték létezik (BERNOULLI-L’HOSPITAL-szabdly). Ha a lim

képlet

Tr—a ¢/(x)
0 00
megint 0 vagy — alaki hatarozatlan kifejezést eredményez, az eljarast akarhanyszor megismételhet-
00
jik.
2cos2x 2
In sin 2z ' 2tgx 2 cos?2x
W olim - = Jim SI028 gy 28T gy cOS gypy —1.
z—0 Insinx  2—0 a—0 tg2r -0 z—0 cos?x
sin cos?2x

b eset) 0 - oo alakd hatarozatlan kifejezések: Ha az a) esethez hasonl6 differencialhatosagi fel-
tételek mellett fennall f(x) = ¢(x) ¥ (x), valamint lim p(z) = 0 és lim ¢(z) = oo, akkor a lim f(x)

x x
hatarértéket a lim # vagy lim # alakra hozzuk, és ezzel a hatarérték kiszamitasat visszavezet-
r—a r—a

() p(x)




o 0 00
jik a — vagy — esetre.
0 o0

-2 -2
B lim (7 —22)tgr = lim P72 _ lim =2.
xz—7/2 z—r/2 ctgx ToT/2 1
sin’z

c eset) oo — oo alaki hatarozatlan kifejezések: Ha az a) esethez hasonlo feltételek mellett fennall
f(z) = o(x) —¥(x), valamint lim p(z) = oo és lim ¢(x) = oo, akkor a lim f(x) hatarérték kiszami-

0 00
tasara a kiilonbséget a 0 vagy reciprokra attérve — alakra hozzuk. Ez kiilonféle médokon torténhet,

0 1 1 1
példaul —-t kapunk igy: p — ¢ = (— — —) /— .
0 voow) ) pv
1 Inz—xz+1 0
Mol — ) =i (ERE TN D A HosprraL-szabaly kétszeri alkalmazésa-
z—=1\x—1 Inz =1\ rlnz —Inz 0
1
Inz—az+1 1 - 1
walapjul fing (D25 ) g () iy | 5 | <
T— rmr—Iinxrx T— hl[L‘—f-]_—— xr— _+_2
X xr X

d eset) 0°, 0co?, 1°° alaku hatarozatlan kifejezések: Ha a egy kornyezetében ¢(z) > 0, f(z) =
@(x)?®@ valamint lim ¢(z) = 0 és lim ¢(z) = 0, akkor elGszor az In f(z) = (z)In @(x) kifejezés A
hatarértékét szamitjuk ki, amely 0 - co alaka (b) eset), és ha ez létezik (£oo is lehet), akkor utana
pedig végeredményként az e? értéket. Ha ¢(z) > 0, de a barmilyen kis kdrnyezetében van z, hogy
¢(z) = 0, akkor ezen z-ekre ¥)(x) > 0 lehet csak, és ekkor a hatarérték csak 0° = 1 vagy 0¥®) = 0 lehet
aszerint, hogy mindezen z-ekre 1(x) = 0, vagy pedig a-hoz elég kozel méar ¢)(x) > 0; mindkét esetben

csak a tobbi z-ekre (ahol p(z) > 0) kell és lehet a fenti eljarassal eldonteni, hogy ezekre is 1, illetve 0-e
a hatarérték.

A 0%, 1 esetekben analdog modon lehet eljarni, megint figyelembe véve hogy a oo® esetben a kitevs
() > 0 lehet csak.

Inz
B lim 2"=X, nz"=zlhz, lim zlnx= lim — = lim (—z)=0,azaz A=In X =0,
2040 2040 =040 1 25040

x
tehat X = 1, és igy lig}r . x¥ = 1, tehat a fentiek féloldali hatarértékre is érvényesek, amely aleset
Tr—
masrészt biztositja is a megkivant feltételeket.

3. Taylor-sorfejtés Hatarozatlan kifejezések hatarértékének kiszamitasara a L'HOSPITAL-szabé-
lyon kiviil a TAYLOR-sorba torténd kifejtés is alkalmazhato, ha a magasabb rendben kicsi mennyisége-
ket tudjuk egyiitt kezelni (lasd 395. old.).

3 b
Nt x—sinx_l, x_<x_§+§_”'>_1_ 1 x2+ _1
xli% 3 _:cl—% 3 _:cl—% 3! 5! ) 6

2.1.4.9. Fiiggvények nagysagrendje és a Landau-féle szimbélumok

Két fliggvény Osszehasonlitasanél gyakran fontos tudni, hogy milyen a fiiggvények egymashoz viszo-
nyitott viselkedése bizonyos x = a helyek valamilyen tipusi kornyezetében, ahol a +o0c is lehet. Ezzel
kapcsolatban a kovetkezd nagysagrendi dsszefliggések bevezetésére keriilt sor.

1. Az f(z) fiiggvény magasabb rendben valik végtelen naggya, mint a g(z) fiiggvény, ha az x — a
f(z)

g9()

hataratmenet soran e fiiggvények abszolut értéke és az hényados abszolit értéke minden hataron

tal novekszik.



2. Az f(z) fiiggvény magasabb rendben véalik végtelen kicsinnyé, azaz magasabb rendben tiinik
f(z)
9(x)

el, mint a g(x) fiiggvény, ha az + — a hataratmenet soran e fiiggvények abszolat értéke és az

hényados nullahoz tart.
3. Kaétfiiggvény, f(z) és g(x) azonos nagysagrendben tart nullahoz vagy végtelenhez, ha az x — a ha-
f (=)
9(x)
% < M < oo (m és M konstans), tehat ez utobbi az el6z6 kettd antiszimmetri-
g(x

kussal ellentétetben szimmetrikus relacio, és igy az alabbi jeloléssel f(z) = O(g(z)) és g(x) = O(f(x)).

tardtmenet soran az hanyados abszolit értéke korlatos marad, pontosabban ha a-hoz elég kozel

fennall 0 < m <

4. A Landau-féle szimhdélumok Két fiiggvénynek egy tetsz6leges x = a helyre vonatkozo egytit-
tes viselkedését idénként a LANDAU-féle O (,nagy ordd”), ill. o (,kis ordd”) szimbélumokkal irjuk le a
kovetkezSképpen: © — a és teljesen hasonléan x — a — 0 vagy © — a + 0 esetén

f(z) = O(g(x)) jelentése : % korlatos a valamely tekintett tipust kérnyezetében, (2.21a)
g(x
és
f(z) =o0(g(x)) jelentése : lim M =0, 2.21b
9(@)

ahol megint a = +00 is meg van engedve és megint megkoveteljiik, hogy a ezen kérnyezetében f és g
értelmezve legyen és g ne tiinjon el.
B A: sinz = O(z), haz — 0, mert az f(z) = sinz, g(x) = x szereposztassal még a tébbet mondo

lir% T s fennall, vagyis 0 kornyezetében sin z tgy viselkedik, mint x.

T— €T

B B: Ha f(z) =1 — cosz és g(x) = sinz, akkor f(z) magasabb rendben tiinik el, mint g(z):
. | f(x) . |1 —coszx ,

lim |——=| =lim |———| =0, azaz 1 — cosz = o(sinzx), haxz — 0.

=0 |g(x)| =2-0| sinz

B C: Ha f(z) =1 —cosx és g(x) = 2%, akkor f(x) és g(x) azonos nagysagrendben ttinik el:

1—

lim f@)) _ lim |~ 2% _ 2 ,azaz 1 —cosz = O(2?) és 2> = O(1 — cosx), hax — 0.
x—0 g(x) r—0 :L‘2 2

Végiil megjegyzendd, hogy mindezek a relaciok teljesen hasonldéan definidlhatok sorozatokra, maskép-
pen arra az esetre is, amikor a fiiggvények csak egy sorozaton vannak definidlva.

5. Polinomok Racionalis egész fiiggvény nagysagrendjét a polinom fokaval lehet kifejezni. Igy az
f(z) = x figgvény nagysagrendje 1, és egy (n+ 1)-edfoki polinom nagysagrendje 1-gyel nagyobb, mint
egy n-edfokié. Ez a besorolas azonban nem minden (akar elemi) fiiggvényre végezhets el.

6. Exponencialis fliggvény Az exponencidlis fiiggvény a +oo-ben gyorsabban tart végtelenhez,
mint a barmilyen nagy kitevdji 2" hatvany (n rogzitett természetes szam):

61

=00. 2.22
e (2.222)

lim

r—00

A L’HOSPITAL-szabély alapjan ugyanis
e’ e’
lim — = lim c=...= lim — =o00. (2.22Db)
z—o0 T z—o00 NI z—00 N!

7. Logaritmusfiiggvény A logaritmusfiiggvény a +oco-ben lassabban tart végtelenhez, mint a bar-
milyen kicsiny pozitiv kitev$jd z¢ hatvany (¢ > 0):

log x

lim

Tr—00

=0. (2.23)

./L-C




A bizonyitas ismét, ahogy a fentebbi példdkban is, példaul a L’'HOSPITAL-szaballyal torténhet.

2.1.5. Fiiggvény folytonossaga

2.1.5.1. A folytonossag és a szakadasi hely fogalma

Az alkalmazasokban legtobbszor szerepld fiiggvények folytonos fiigguények, vagyis olyan f(z) fliggveé-
nyek, amelyeknél az z argumentum kicsiny megvaltozasakor a fliggvény értéke is keveset valtozik. Az
ilyen fiiggvény grafikus dbrézolésa osszefiiggs gorbét eredményez. Ha ellenben a gérbe egyes helyeken
megszakad, akkor azt mondjuk, hogy a megfelels fliggvény nem folytonos, és az argumentumnak azokat
az értékeit, amelyekre a szakadas fellép, szakaddsi helyeknek nevezziik. A 2.8. Abran egy szakaszon-
ként folytonos fliggvény gorbéje van feltiintetve. A szakadasi helyek az A, B, C', D, E, F, G pontok. A
nyilak azt fejezik ki, hogy végpontjuk nem tartozik a gérbéhez.

2.1.5.2. A folytonossag definicidja 4
Azt mondjuk, hogy az y = f(x) fliggvény az = = a helyen folytonos,
ha

1. f(z) az a helyen értelmezve van és

2. a lim f(x) hatarérték létezik és egyenld f(a)-val. Ez pontosan —t

\\
-9

™~

akkor teljesiil, ha barmely e > 0 szamhoz talalhato egy d(g) > 0
szam gy, hogy

|f(z) — f(a)] < e minden olyan z-re, amelyre |z —a| < 0. (2.24)
Egyoldali (bal- vagy jobboldali) folytonossdgrol beszéliink, ha
lim f(x) = f(a) helyett csak a lirriof(:z:) = f(a — 0) vagy a

xggiof(x) = f(a + 0) hatarérték létezik és egyenls f(a)-val. 9 8. &bra.
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Ha a fliggvény egy adott, a-t6l b-ig terjedd intervallum minden pontjaban folytonos, akkor azt mondjuk,
hogy folytonos ezen az intervallumon, amely lehet nyilt, félig-nyilt vagy zéart (lasd 2. old.). Ha a fiigg-
vény a szamegyenes minden pontjaban értelmezve van és folytonos, akkor azt mondjuk, hogy mindenditt
folytonos. Az értelmezési tartomany belsejében vagy hataran elhelyezkedd x = a érték a fiiggvénynek
szakaddsi helye, ha egy kornyezetében a fiiggvény értelmezett, de ott nem, vagy f(a) definialt, de nem
egyezik meg a lim f(x) hatarértékkel, vagy a hatarérték nem létezik, azaz, ha a-ban a fiiggvény nem

folytonos.
Azt mondjuk, hogy az f(z) fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy intervalluman szakaszonként foly-
tonos, ha az intervallumnak véges sok kivételtdl eltekintve minden pontjaban folytonos.

2.1.5.3. Gyakran fellép6 szakadasfajtak

1. Fiiggvénykifutas a végtelenbe A fliggvénykifutéas a végtelenbe a leggyakrabban el6fordulo sza-
kadasfajta (a 2.8. &bran a B, C és F pont); legalabb az egyik oldali hatarérték +oo vagy —oo.

W A: f(z)=tgz, f(5-0)=+00, f(5+0)=—00.Agorbea77.oldalon a2.33. 4bran lathato;
a szakadés olyan tipust, mint a 2.8. Abra E pontjaban fellépd.

1
H B: =
B pontja (+o00 helyett —oo-nel).
1

BMC: f(x)=el=, f(1+0)=0, f(1-0)=o00.A szakadasi hely olyan, mint a 2.8. 4bra C pontja,
azzal a kiilonbséggel, hogy az f(x) fiiggvény az x = 1 pontban nincs értelmezve.

2. Véges ugras Az x = a ponton valé athaladéaskor az f(x) fliggvény egy véges értékrdl egy masik
véges értékre ugrik, tehat féloldali hatarértékei léteznek és kilonbozdek (a 2.8. abran az A, F, G
pontok). Az f(z) fiiggvény értéke az x = a helyen nem kell, hogy definialva legyen, ez a helyzet a G
ponttal; az is lehetséges, hogy definialt, s6t megegyezik az f(a — 0) vagy az f(a + 0) értékkel (F pont),

f(1=0) =400, f(1+0)=+o0. A szakadési hely olyan, mint a 2.8. abra



de az is, hogy mindkettstsl kiillonbozik (A pont).
1
WA: f(o)=—, f(1-0)=1, f(1+0)=0 (2.7. 4bra).

1+e2-1

B B: f(z)=E(x) (2.1.adbra) f(n—0)=n—1, f(n) = f(n+0) =n (n egész).
B C: J() = lm o f(1-0)=1, f(1+0)=0.de f(1)=}.

1+ 2’
3. Megsziintethets szakadas A lim f(x) hatarérték létezik, azaz f(a — 0) = f(a + 0), de a

fiiggvény az © = a helyen vagy nincs értelmezve, vagy f(a) # lim f(z) (a 2.8. &bran a D pont). Ezt a
szakadast megsziintethetdnek mondjuk, hiszen f(a) értékét a lim f(x) hatarértékkel definialva, az f(x)

fliggvény folytonossé valik az x = a helyen. A fliggvénygorbéhez ily moédon hozzatesziink egy pontot,
illetve egy ,leugrott” pontot visszavisziink a gorbére. Megsziintethets szakadésra példék a kiilonféle
hatarozatlan kifejezések, f6leg amelyek a L’HOSPITAL-szaballyal vagy méas ismertetett modszerekkel
vizsgalhatok és a veliik definialt fiiggvénynek véges hatarértéke van.

V1 —1 0 1
B f(x)= y_+z-? : azz = 0 helyen o tipusi hatarozatlan kifejezés adodik, de lir% flx) = 5 igy
x z—
1 —1
VT ez 40
az f(zr) = z fiiggvény folytonos.
1
- ha x =0
5 axr

2.1.5.4. Elemi fliggvények folytonossaga és szakadasi helyei

Az elemi fliggvények értelmezési tartoméanyukban folytonosak; szakadasi helyeik nem tartoznak az ér-
telmezési tartomanyhoz. A kovetkezo altalanos kijelentések igazak:

1. A racionalis egész fiiggvények, mas néven polinomok az egész szamegyenesen folytonosak.
P(x)
Q(z)
sak, kivéve esetleg azon x értékeket, amelyekre Q)(z) = 0. Azokon az x = a helyeken, ahol Q(x) = 0, de
P(z) # 0, a fiiggvény szakad, mindkét oldalrol valamilyen oo a hatarértéke, a szakadési helyet pdlus-
nak nevezziik, ha P-t és (Q-t kiterjesztjiik a komplex sikra. Ha az a érték a nevezdének és a szamlélonak
is zérushelye, akkor csak abban az esetben polus, ha zérushelyként a multiplicitasa (lasd 42. old.) a
nevezében nagyobb, mint a szamlaloban. Ellenkezs esetben a szakadas megsziintethetd.

2. A racionalis tortfiiggvények (alakjuk , ahol P(z) és Q(x) polinom) mindeniitt folytono-

3. IrracionAlis fiiggvények FEzen beliil a polinomok pozitiv egész kitevGji gyokei; az értelmezési
tartomany egészén folytonosak. Ha ez a kitevs paros, akkor az értelmezési tartomany intervallumokbol
all, amelyek mindegyik hatarpontjat az hatarozza meg, hogy ott a gyokjel alatti polinom pozitiv érté-
kekrdl negativakra valt at. Tortfiiggvények (pl. ha a gyokkitevs negativ) gyokei is ebbe a fiiggvényosz-
talyba tartoznak, ezek az emlitett eseten kiviil még azokra az = értékekre sem folytonosak, amelyek a
gyokjel alatti fliggvény szakadasi helyei.

4. Trigonometrikus fliggvények A sinx és a cos x fliggvény mindeniitt folytonos; a tg x és a sec

(2n+ 1)

fliggvénynek az x = helyeken végtelen ugrasa van; a ctg = és a cosec x fliggvénynek az xr = nmw

(n most is egész) helyeken van végtelen ugrasa.

5. Inverz trigonometrikus fiiggvények A tguz és a ctgx fiiggvények mindegyik aga invertal-
hato; specialisan a f64gaik inverzei: az arctg x és arcctg x fliggvény is mindentitt folytonos. Az arcsin x,
arccos x fliggvények értelmezési tartoménya a —1 < o < +1 intervallum, mert ez a sin x a cos x f6érté-
kének, mas szoval f6aganak (is) az értékkészlete és ezen inverzek is folytonosak az értelmezési tartomany
minden pontjaban.



6. Az e” vagy altaldban a®, a > 0 exponencialis fliggvény Mindeniitt folytonos.
7. Tetszlleges pozitiv alapti (az 1-et kivéve) log x logaritmusfiiggvény A fiiggvény minden
pozitiv x értékre folytonos, és az z = 0 helyen lim . log * = —oo miatt nem megsziintethets szakadasa

z—0+

van.
8. Elemi fiiggvények altalaban A folytonossagot az Osszetett kifejezésben felléps egyes elemi fligg-
vényeknél “beliilrdl kifelé” minden x értékre a fent ismertetett eseteknek megfelelGen meg kell vizsgalni
(lasd még Kozvetett fiiggvények, 60. old.).

er—2 1
B Meghatarozandok az y = ————— filiggvény szakadasi helyei. Az kitevének az x = 2
rsinv1 —x x—2
1 1 1
helyen végtelen ugrasa van; x = 2-re ez—2-nek is végtelen ugrasa van: lign . ex—2 = (), lign . er—2 = Q.
r—2— r—2+

Az y fiiggvénynek az x = 2 helyen véges nevezdGje van. Kovetkezésképpen az x = 2 helyen olyan tipusu
végtelen ugras lép fel, mint a 2.8. abran a C pontban (180°-kal elforgatva).

Az © = 0 helyen a nevezd nullava valik, hasonléan azokhoz az x helyekhez, amelyeken sin v'1 — x
egyenld nullaval. Az utobbiak a v/1 — x = nm, azaz az v = 1 — n373 értékek, ahol n tetszdleges egész
szam. A szamlalo ezen értékek egyikére sem nulla, igyhogy a fiiggvénynek az x = 0, 2 = 1, 2 = 1 £ 73,
x =148 x =1427x3, ... helyeken mindkét oldalon ugyanolyan tipust szakadésai vannak, mint
amilyen a 2.8. 4bran az E pont jobboldali kérnyezetében.

2.1.5.5. Folytonos fiiggvények tulajdonsagai

1. Folytonos fiiggvények 06sszegének, kiilonbségének, szorzatanak és hanyadosanak foly-

f ()

9(x)
is folytonos fiiggvény; a hanyados esetében még fel kell tenni, hogy az intervallumban g(z) # 0.
2. Azy = f(u(x)) kdzvetett fiiggvény folytonossaga Ha f(u) az u folytonos fiiggvénye és u(x)
az x folytonos fiiggvénye, tovabba f(u) értelmezési tartomanya tartalmazza u(x) értékkészletét, akkor
az y = f(u(x)) kozvetett fiiggvény z-re nézve folytonos, és fennall u(x) értelmezési tartomanyanak
barmely a pontjara — a végpontokban csak a megfelels oldalrél —, hogy

lim f(u(z)) = f (hm u(x)) = f(u(a)). (2.25)
Ez azt jelenti, hogy egyvaltozos folytonos fiiggvény barmely folytonos fliggvénye szintén folytonos.

3. Bolzano tétele Ha az f(z) fliggvény az [a, b] zéart intervallumban értelmezve van és folytonos,
és az intervallum végpontjaiban felvett f(a), f(b) fiiggvényértékek kiilonbozo elgjeltiek, akkor létezik
legalabb egy c érték, amelyre f(x) egyenls nullaval:

f(c) =0, ahol a<c<b. (2.26)
Geometriailag ez azt fejezi ki, hogy folytonos fliggvény gorbéje az x-tengely egyik oldalarol a masik
oldalara valé atmenet soréan legalabb egyszer metszi az x-tengelyt.

4. Kozépértéktétel Eszerint, ha az f(x) fiiggvény egy intervallumban értelmezve van és folytonos,
tovabbéa az intervallum két a, b pontjaban (legyen pl. a < b) kiilonb6zs A, B értékeket vesz fel, azaz

tonossaga Ha f(z) és g(x) folytonos az [a, b] intervallumon, akkor ott f(z) + g(x), f(z) g(x) és

fa)=A, f(b)=B, A#B, (2:27a)
akkor az A és B kozotti minden C' szamhoz talalhato a és b kozott legalabb egy ¢ pont, amelyre teljesiil
fle)=C (a<c<b, A<C<B vagy A>C > B). (2.27b)

Masképpen kifejezve: A folytonos f(z) fiiggvény minden A és B kozotti értéket legalabb egyszer felvesz.
5. Inverz fiiggvény létezése Ha az f(x) fiiggvény az [ intervallumon értelmezve van, folytonos és
szigortan novekszik vagy csokken (lasd a két illusztraciot), akkor a fiiggvénynek van folytonos, szintén
szigoruan novekedd, ill. esokkend ¢(x) inverz fiiggvénye (lasd még 51. old.), amely az f(z) fiiggvény altal
felvett értékek mindig intervallumot ado II tartoméanyaban van értelmezve (2.9. abra), és altalaban is
fiiggvény és inverze grafikonja egymashoél az y = x egyenesre valo tiikrozéssel kaphato meg.



2.9. abra.

6. Folytonos fiiggvény korlatossagarol szolo tétel Ha az f(x) fiiggvény az [a, b] zart interval-
lumban értelmezve van és ott folytonos, akkor ebben az intervallumban korlatos is, azaz taldlhato két
m, M szam ugy, hogy

m< f(x) <M, ha a<z<b. (2.28)

7. Weierstrass tétele Haaz f(x) fliggvény az [a, b] zart intervallumban értelmezve van és folytonos,
akkor a fliggvénynek ott létezik egy M abszolut maximuma és egy m abszolit minimuma, vagyis az
intervallumban talalhato legalabb egy ¢ és legalabb egy d pont tgy, hogy a < x < b esetén

m = f(d) < f(x) < f(c) = M. (2.20)
Egy folytonos fliggvény legnagyobb és legkisebb értéke kozotti kiillonbséget a fiiggvény ingadozdsénak
nevezziik a megadott intervallumon. Fiiggvény adott intervallumon vett ingadozésanak fogalma ki-
terjeszthetd olyan fiiggvényekre is, amelyeknek ott nincs legnagyobb vagy legkisebb értékiik (amelyek

szerepét atveszi a legkisebb felss korlat, azaz szuprémum [sup, illetve a legnagyobb alsé korlat, azaz
infimum [inf]) (l4sd [22.16], 3. kétet).

2.2. Elemi fuggvények

Az elemi fiigguényeket olyan képletek definialjak, amelyekben véges sok, a fiiggetlen véltozoval és kons-
tansokkal elvégzendd miivelet szerepel. Miiveleten itt a négy alapmitvelet, hatvanyozas tehat gyokvonas
is értendd; felhasznalhatd tovabba az exponenciélis, a logaritmusfiiggvény, valamint a trigonometrikus
fliggvények és a fliggvénykompozicié, tovabba az inverz fliiggvények képzése, minden olyan interval-
lumon, ahol “beliilrél kifel¢” haladva a kapott fliiggvények mindegyike definialt. Az elemi fliggvények
algebrai — ezen beliil racionélis és irracionalis — és transzcendens fiiggvényekre oszthatok fel.

Elemi fiiggvényeken kiviil nem elemi fiigguényeket is lehet definialni pl. az analizis ismert eszkozeivel

(lasd pl. 467. old.).
2.2.1. Algebrai fiiggvények
Az algebrai fiigguényeket az jellemzi, hogy az x argumentumot az y fiiggvénnyel egy

po(x) + pr(@)y + pa(2)y” + .. + pul)y™ = 0 (2.30)
alakt algebrai egyenlet kapcsolja 0ssze, ahol pg, p1, ..., p, az x valtozd polinomjai.

B 32y° —doy+ 23 —1=0,azaz po(z) = 2> — 1, p1(z) = =4z, pa(x) =0, p3(z) = 3z
Ha sikeriil a (2.30) algebrai egyenletbdl algebrai alapmiiveletekkel y-t kifejezni, akkor a kovetkezd,
legegyszertibb algebrai fiiggvénytipusok valamelyikével van dolgunk (amelyek koziil az els6 két tipust
egyiitt raciondlis fliggvényeknek hivjuk):
2.2.1.1. Racionalis egész fiiggvények (polinomok)
Az xr argumentummal csak Osszeadéast, kivonast és szorzast kell végezni.

Y= ap "+ ap_ 12"+ .. Fag. (2.31)




Specialisan az y = a fliggvényt dllandonak, az y = ax + b figgvényt linedris fiigguénynek, az y =
ax® + bz + c fiiggvényt pedig mdsodfoki vagy kvadratikus fiiggvénynek nevezziik.

2.2.1.2. Racionalis tortfiiggvények
Racionalis tortfliggvény az, amelyik elGallithato két racionélis egész fiiggvény hanyadosaként:

apr” + a1z '+ ... +a,

= ) 2.32
4 box™ + byxz™ 1 + ...+ b, ( 2)
Speciélisan az
ar +b
= 2.32b
4 cr+d ( )

fliggvények a linedris tortfigguények.
2.2.1.3. IrracionAlis fiiggvények

A racionélis tortfliggvényeknél emlitett mtiveleteken kiviil itt az = argumentum még gyokjel alatt is fel-
léphet, méasképpen szolva a fiiggvényt megado formulaban szerepelhet racionélis kitev6ji hatvanyozés

is.
HA: y=v2xr+3, BB: y=(@2-1)x.

2.2.2. Transzcendens fliggvények

A transzcendens fiigguények nem irhatok le (2.30) tipusu algebrai egyenlettel. A kovetkezskben bemu-
tatjuk a legegyszertibb transzcendens elemi fiiggvényeket.

2.2.2.1. Exponencialis fiiggvények

Az exponencialis fliggvényeknél (lasd 72. old.) az = argumentum vagy annak egy algebrai fliggvénye a
kitev&ben fordul elé.

BA:y=¢", BB y=0ad,6(a>0) W C: y=2%"5

2.2.2.2. Logaritmusfiiggvények

A logaritmusfiiggvényeknél (lasd 72. old.) az x argumentum vagy annak egy algebrai fliggvénye a loga-
ritmusjel alatt fordul el6.

HA: y=mhy, HB:y=Igz, B C: y=log,(sz? — 3z).

2.2.2.3. Trigonometrikus fiiggvények

A trigonometrikus fiiggvényeknél (lasd 75. old.) az x argumentum vagy annak egy algebrai fliggvénye
a sin, cos, tg, ctg, sec, cosec valamelyikébe van behelyettesitve.

M A: y=sinz, BB: y=cos(2z+3), BC: y=tgz.

Vegyiik figyelembe, hogy a trigonometrikus fiiggvények argumentuméat nem kozvetleniil szogben mér-

jik, mint a geometriai definicional, hanem radidnban, ami barmilyen valés szam lehet. A trigonomet-

rikus fliggvények geometriai szemlélet nélkiil, tisztan analitikus modon is definialhatok. Megtehetjiik
2

d
pl., hogy e fiiggvényeket sorfejtéssel allitjuk els, vagy megoldjuk a d—z +y = 0 differencialegyenletet az
x

d
x = 0 helyre vonatkozo6 y = 0, d_y = 1 kezdeti feltételek mellett, aminek a sin x az egyediili megoldasa.
x

Ha nem jel6ljiik méasként, trigonometrikus fliggvények argumentuma szamszertien a szog radianjaval,
masképp wmértékével egyezik meg.
2.2.2.4. Inverz trigonometrikus fiiggvények

Az x valtozo vagy annak egy algebrai fiiggvénye az arcsin, arccos stb. inverz trigonometrikus fiiggvények
(lasd 85. old.) argumentuméaban lép fel.

B A: y=arcsinz, W B:y=arccosy1—x.



2.2.2.5. Hiperbolikus fiiggvények
(Lasd 89. old.)

2.2.2.6. Inverz hiperbolikus fiiggvények
(Lasd 93. old.)

Még egyszer hangsulyozzuk, hogy az elemi fiiggvények halmaza a felsoroltakbol kiindulva az emlitett
miiveletek véges sokszori alkalmazasaval adodo fliggvények Osszessége.

1 T
WM A: y=Insinz, HB: y= nxﬂ/M‘

x? + be®
2.3. Polinomok
2.3.1. Linearis fiiggvény
Az y=az+b (2.33)

lineéris fiiggvény grafikus abrazolasa egyenest ad (2.10.a abra).
Ha a > 0, a fliggvény monoton névekszik, ha pedig a < 0, akkor monoton csékken; a = 0 esetén
a fiiggvény konstans. A tengelyekkel valé metszéspontok A(—b/a,0) és B(0,b) (részletesebben lasd
193. old.). A b = 0 esetben az

Yy = ax, egqyenes ardnyossagot (2.34)
kapjuk, amelynek abraja egy, a kezdéponton dtmend egyenes (2.10.b abra).

y
B y
0 A" x
a)
y A,
/ 0
0 X
b) b)
2.10. abra. 2.11. 4bra.
2.3.2. Masodfokt polinom
Az y=ar’ +br+c (2.35)

masodfoku racionalis egész fiiggvény grafikus abrazolasa olyan paraboldt ad, amelynek fliggSleges szim-
metriatengelye az x = —b/2a helyen metszi az z-tengelyt (2.11. dbra). Ha a > 0, akkor a fiiggvény
a —oo-bdl indulva elGszor csokken, elér egy minimumot, majd a +oo-ig novekszik. Ha a < 0, akkor a
fiiggvény felcserélt értékhatarokkal elszor novekszik, elér egy maximumot, uténa pedig csokken. Az z-

—b+ Vb2 — 4dac 0
2a ’

tengellyel valo Ay, Ay metszéspontok < ) , az y-tengellyel valé B metszéspont (0, ¢).

b 4dac — b
A szélséérték-pont C (—2— , ac4—) (a parabolarol részletesebben lasd 203. old.).
a a




2.3.3. Harmadfoku polinom

Az y=az®+bx® +cx+d
. harmadfok racionélis egész fliggvény gorbéje egy harmadfoki parabola (2.12.a, b, ¢ abrak).

Vi Y4
) CAB
All Eo
0 0 AQ\\DAS X
b) c)

2.12. abra.

(2.36)

A fiiggvény viselkedése a-tol és a A = 3ac — b* diszkriminanstol fiigg. Ha A > 0 (2.12.a, b brak),
akkor a fliggvény a > 0 esetén monoton novekszik, a < 0 esetén monoton csokken. Ha A < 0, akkor a
fiiggvénynek egy maximuma és egy minimuma van (2.12.c dbra): Ebben az esetben, ha a > 0, akkor
a fliggvény —oo-rél a maximumra novekszik, majd a minimumra csokken, végiil +oo-ig névekszik; ha
a < 0, akkor +o0o-r6l a minimumra csokken, utana a maximumra névekszik, majd —oo-re csokken. Az z-
tengellyel valo metszéspontok mint a (2.36)-bol y = 0 helyettesitéssel kapott egyenlet valos gyokei szé-
mithatok ki. A valos gyokok szama lehet egy, kettd (ekkor egy gyok kétszeres és abban a pontban érintke-
zés van) vagy harom: A, Ay és As. Az x-tengellyel valo metszéspont B(0,d), a C, D szélséérték-pontok

— a +-ok érték kell, h 1 — | -
a +-ok értéke azonos kell, hogy legyen ( 3a 27a?

b 20 — 9abc

inflexiés pont, amely egytttal a gérbe szimmetriapontja, £ { ——,
3a 27a?

e dy A
ban az érinté iranytangense tg ¢ = ar = 3
T ) a

2.3.4. n-edfoki polinom

Az y=a, 2"+ ap 12" . Fax + ag

b+ +vV—-A d+ 2 —9abc + (6ac — 2b*)v/—A

).

+ d) . Ebben a pont-

(2.37)

n-edfoki racionéalis egész fiiggvény abraja parabolikus tipusin-edfoki gorbe (2.13. abra;lasd 193. old.).
1.eset: n paratlan Haa, > 0, akkor y folytonosan halad —oo fel6l +oc felé, ha pedig a,, < 0, akkor
+oo fell —oo felé. Az z-tengelyt a gorbe legfeljebb n-szer metszheti, ill. érintheti (n-edfok egyenletek
megoldésarol 1asd a 42 és a rakovetkezs oldalakat, valamint a 910. oldalt). A (2.37) fiiggvénynek vagy
nincs szélséértéke, vagy paros szamu és (n — 1)-nél nem t6bb szélséértéke van, amelyek véltakozva
minimumok és maximumok; az inflexios pontok szama péaratlan, amely 1 és n—2 kozé esik. Aszimptotéak

és szingularis pontok nincsenek.

2. eset: n paros Ha a, > 0, akkor y folytonosan halad +oo fel6l +oo felé, ha pedig a,, < 0, akkor
—oo felsl —oo felé. A gorbe az x-tengelyt legfeljebb n-szer metszheti, ill. érintheti; a maximumok és
minimumok valtakozva fordulnak els, paratlan sok van beléliik, és legfeljebb n — 1; az inflexiés pontok

szdma paros, amely most is 1 és n — 2 kozé esik. Aszimptotak és szinguléaris pontok nincsenek.

A gbrbe megrajzolasa elGtt ajanlatos elGszor a szélsGértékeket, inflexios pontokat és az els@ derivélt ezen
pontokban felvett értékét meghatérozni, utana berajzolni a gorbe itteni érintéit, végiil pedig mindezen
pontokat folytonosan Gsszekotni egymassal. Az alabbiakban az a,,_; = --- = ag = 0 specialis esettel

foglalkozunk.



Y4 — n pératlan
-+ N paros

b)
2.13. abra. 2.14. abra.
2.3.5. n-edrendi parabola
Az y = ax" (2.38)

fliggvény gorbéje egy n-edrendd parabola (n > 0 egész szam) (2.14. abra).

1. Az a= 1specialiseset: Az y = z" gérbe atmegy a (0,0), (1, 1) pontokon, és érinti vagy metszi az
x-tengelyt a koordindtarendszer kezdSépontjaban. Paros n esetén az y-tengelyre szimmetrikus gorbét
kapunk, amelynek a kezdSpontban minimuma van. Paratlan n esetén a gorbe centralisan szimmetrikus
a koordinatarendszer kezdGpontjara, és ez a pont egyben inflexiés pont is. Aszimptota nincs.

2. Az a #0 altalanos eset:

Az y = ax™ gorbét az y = x" fiiggvény gorbéjébol az abszcisszak |al-szeres megnyujtasaval kapjuk. Ha
a < 0,azy = |a]x" gorbét tikrozzik az r—tengelyre.

2.4. Racionalis tortfiiggvények
2.4.1. Forditott arAnyossag

a

Az y=_ a#0 (2.39)

fiiggvény gorbéje olyan egyenld oldali hiperbola, amelynek a koordinatatengelyek az aszimptotai (2.15.
abra). Az x = 0 helyen y = £oo tipusi szakadas van. Ha a > 0, akkor a fiiggvény 0-r6l —oo-re és
+o00-16l 0-ra csokken (folytonosan rajzolt vonal az 1. és 3. siknegyedben). Ha a < 0, akkor a fiiggvény
0-r6l +oo-re és —oo-r6l 0-ra névekszik (szaggatott vonal a 2. és 4. siknegyedben). Az A, B, illetve A’,

B’ (:I: la] , ++/ |a|> és <:|:\/ la|, —+/ |a]) a gorbe két aganak szimmetria-kozéppontja, ahol mindkét

esetben a zardjelbeli vessz6 két oldalan a > 0 esetén az egyezd, a < 0 esetén pedig az ellentétes elGjelek
veenddk. Szélssértekek nincsenek (a hiperbolarol részletesebben lasd 200. old.).

1. Linearis tortfiiggvény

a1 x + bl
=== - 2.40
Az y asx + bg ’ ( )

(ahol ag és az a1by —byay determinéns # 0) fliggvény gorbéje olyan egyenld oldali hiperbola, amelynek az

b
aszimptotadi —y = ﬂ, ilog=——2— parhuzamosak a koordinatatengelyekkel (2.16. abra). A gorbe
Qo a9




VA
: ye o
a7 | \a \a
........ . _______U___i_(_:__________
0 X ! .
B B \\Bi X
2.15. abra. 2.16. abra.
. C e, . by @ e A
szimmetria-kozéppontja C' | ——,— | . A (2.39) egyenlet a paraméterének a —— ¢értek felel meg,
as Qg a2
b by + /|A v IA
ahol A = |71 A hiperbola két aganak A, B szimmetria-koézéppontjai (— 2 4| , at v ’)
a9 bg a2 a2
by + /|A —+/|A
S (— 2 14| , @ | |> , ahol mindkét esetben a vesszé két oldalan A > 0 esetén az egyezs,
a9 a9
b
A < 0 esetén az ellentétes elGjelek veendsk. A szakadasi hely x = — 2 HaA < 0, a fiiggvény |
as a2

a a
—oo-re és +00-16] —-re csdkken (az dbra ezt az esetet mutatja). Ha A > 0, a fliggvény —L 16l +-c0-re
a2 a2

és —oo-161 -t novekszik. Szélssértékek nincsenek.

a2
Most néhany olyan racionélis fliggvénnyel foglalkozunk, ahol a szamlélo és a nevezs legalabb egyike
masodfoku, és egyikiik sem magasabb fok.

2.4.2. Harmadrendi gorbe, I. tipus

b 24+
Az y—a+-+— (:Lf“) (b#£0, c#£0) (2.41)
r x
fiiggvény (2.17. abra, a > 0 eset) harmadrendd gorbét (I. tipus) ir le. Ennek két aszimptotaja van,
x = 0 (c elgjelétd] fliggden az y-tengely pozitiv, ill. negativ fele) és y = a, és két agbol &ll, amelyek
egyike mentén y monoton a és 400, ill. —oo értékhatarok kozott, mig a méasik ag harom jellegzetes pon-
2c b

a4 — —) szélséérték-ponton

c
ton megy at: az aszimptotéaval valo A (—5 , a) metszésponton, a B (— 2 1
c

3 20>
ésaC (——C ,a — —) inflexios ponton. Ezen agak helyzete b és ¢ elGjelétsl fiiggGen négyféle lehet

b 9¢
—b+ Vb? — 4ac O)
2a )

(2.17. abra). Az z-tengellyel valo D, E metszéspontok ( ; szamuk lehet kettd,

egy (érintkezés) vagy nulla aszerint, amint b*> — 4ac > 0, = 0 vagy < 0.

A (2.41) figgvény b = O esetén az y = a + % fiiggvénybe (lasd a reciprok hatvany 2.20. abrajat,
x

b
linearis tortfiiggvénybe, (2.40) speciélis

a = 0eset), c = 0 esetén pedig a mar targyalt y =
esetébe megy at.
2.4.3. Harmadrendii gorbe, II. tipus

1

- 2.42
ar?+bxr+c’ a7 0 ( )

Az y=



\/

c<0,b>0 c<0,b<0
c) d)
2.17. abra.
fliggvény harmadrendi gorbét (I1. tipus) ir le, amely szimmetrikus az z = ~og fliggbleges egyenesre,
a

és amelynek aszimptotdja az z-tengely (2.18. abra). Viselkedése a és A = 4ac — b* eljelétd] fiigg.

Az a > 0és a < 0 eset koziil csak az elsével foglalkozunk, mert a masodik az y =

(—a)x? —bxr —c
fliggvény gorbéjének az z-tengelyre valo tiikrozésével adodik.
a) eset, A > 0: A fiiggvény minden z-re pozitiv és folytonos; x = —oo-bdl indulva 0-r6l a ma-

b 4
%0’ f) , a B, C inflexios

ximumra novekszik, majd megint O-ra csokken. Az A maximumpont (—

b A 3 3\**
pontok (—— + L a) . az utobbiakhoz tartozo irdnytangensek tgp = +a? (Z) (2.18.a

2a = 2a+/3’ A
abra).
b) eset, A = 0: A fliggvény minden z-re pozitiv, x = —oo-bdl indulva 0-r6] +oo-re névekszik, az
b
T =5 helytél balra és jobbra folytonos, itt mindkét iranybdl y = +oo tipusu szakadésa van, és
a

innen kezdve megint O-ra csokken (2.18.b abra).
c) eset, A < 0: A fiiggvény x = —oo-bdl indulva 0-r6l +oo-ig novekszik, a szakadési helyen atugrik
—oo-re, innen egy maximumon keresztiil djra —oo felé megy, ahonnan +oo-re ugrik, végiil +oo-ben

hatarértékben 0-ra csokken. Az A maximumbhely <—% , %) ; a szakadasi helyek = = %,
ezen kiviil folytonos (2.18.c abra).
2.4.4. Harmadrendi gorbe, III. tipus
x
Az y=———"> a#0 (2.43)

fliggvény harmadrendd gorbét (I11. tipus) ir le, amely atmegy a koordinatarendszer kezdSpontjan, és




Y A A Y“: yn: :
5/ \c :
| A

1 i i i >
| > i i

T e o
A>0 A=0 ' j

a) b) c)

2.18. 4bra.

amelynek aszimptotaja az x-tengely (2.19. Abra). A fiiggvény menete fiigg a és A = dac—b* elGjelétdl,
valamint A < 0 esetén az ax®+bx+c = 0 egyenlet o, 3 gydkeinek elGjelétsl, A = 0 esetén pedig b elGje-
x

16t6l. Az a > 0 és a < 0 eset koziil csak az elsGvel foglalkozunk, mert a méasodik az y = Ca)a? =0
—a)r? —br —c¢

fiiggvény gorbéjének az x-tengelyre valo tiikrozésével adodik.

VA
YA | AY A i
~,’.\B i 0 X E
N/ i >~
| 0! X
AN | AT
A>0 A=0, b>0 A=0, b<0
a) by) b)
Ay VENE !
| 5 WAy | |
| L R
i i > . B! . R X
N X \ o X M\
| | A<0, aff<0 A<0, o és B negativ A<0, o és B pozitiv
c1) C2) c3)
2.19. abra.
a) eset, A > 0: Emiatt ¢ > 0, a fiiggvény folytonos, x = —oo-bdl indulva negativ értékeken at ha-

tarértékben 0-r6l a minimumra csokken, utana — 0-t6l jobbra pozitiv értékeken 4t — a maximumra
novekszik, majd hatarértékben tjra O-ra csokken.

1
Az A, B szélsérték-pontok | + E, ———— | ; ezenkiviil harom inflexioés pont van (2.19.a abra).
a b+ (a+c)

b) eset, A = 0: A gorbe menete b eljelétdl fiigg (ha b = 0, akkor ¢ is 0 és a mar targyalt hiperbolat



kapnank vissza; emiatt b # 0 és ekkor ¢ > 0):
e b > 0: A fiiggvény 0-r6l —oo-re csokken, van egy szakadési helye, amely utan —oo-rél a maximumra
1
novekszik, majd 0O-ra csokken (2.19.b; dbra). A maximumpont A (4—\/E , 7> )
a b+a+c

e b < 0: A fiiggvény 0-r6l a minimumra csokken, majd atmegy a kezd6ponton, ezutén 0-rol +oo-
re novekszik, van egy szakadasi helye, végiil +00-16l O-ra csokken (2.19.bg dbra). A minimumpont

(o ara)

b
A szakadési hely mindkét esetben z = ~5g azon kiviil a fliggvény folytonos; mindkét gérbének egy
a
inflexiés pontja van.
c) eset, A < 0: A fliggvénynek két szakadasi helye van, x = a és ¢ = [3; a fiiggvény menete « és 3
elgjelétdl fiigg.
e « és [ elGjele kiilonbozs: A fiiggvény 0-ro6l —oo-re csokken, atugrik +oo-re, +o00-rél megint —oo-
ig csokken és kozben dthalad a kezdGponton, méasodszor is +oo-re ugrik, majd onnan 0O-ra csokken
(2.19.c4 abra). SzélsGértékek nem lépnek fel.
e (v és (3 elGjele negativ: A fliggvény 0-rél —oo-ig csokken, dtugrik +oo-re, innen egy minimumon keresz-
tiil ujra o0 felé halad, atugrik —oo-re, egy maximumig novekszik, végiil aszimptotikusan 0-ra csokken
(2.19.c abra).
Az A, B szélssértékhelyek ugyanazokkal a képletekkel szamithatok ki, mint az a) esetben.
e o és 3 elGjele pozitiv: A fiiggvény 0-r6l a minimumra csdkken, majd +oo-ig névekszik, atugrik —oo-re,
athalad egy maximumon és Gjra —oo-hez tart, atugrik +oo-re, végiil pedig 0-hoz tart (2.19.c3 abra).
Az A, B szélssértékhelyek ugyanazokkal a képletekkel szamithatok ki, mint az a) esetben.
Mindharom utébbi esetben a gorbének egy inflexiés pontja van. A szélsGértékhelyek képletében sze-
repl6 nevezGkrdl mindegyik esetben elemi szdmoléssal kimutathato, hogy nem lehetnek 0-k.

yﬂ

.,

2.20. abra. 2.21. abra.

2.4.5. Reciprok hatvany

Az Y = xiil =azx™" (n>0, egész) (2.44)
fiiggvény hiperbolikus tipusiu gorbét ir le, amelynek a koordinatatengelyek vagy féltengelyek lehetnek
az aszimptotai. A szakadasi hely z = 0 (2.20. abra).

a) eset Ha a > 0, akkor paros n esetén a fiiggvény © = —oo-bdl indulva hatéarértékben 0-rol +oo-
ig novekszik, majd O-ra csokken, és kdzben mindig pozitiv marad. Paratlan n esetén a fiiggvény 0-rol
—oo-ig csokken, 0-ban felugrik +oo-re, majd O-ra csokken.




b) eset Ha a < 0, akkor paros n esetén a fiiggvény 0-r6l —oo-ig csokken, ettdl kezdve pedig 0 felé tart,
mikozben mindig negativ marad. Paratlan n esetén a fliggvény 0-r6l 4+-00-ig novekszik, atugrik —oo-re,
majd 0-ra névekszik.

A fiiggvénynek nincsenek sem szélsGértékei, sem inflexios pontjai. A gérbe annél gyorsabban kozeledik
aszimptotikusan az x-tengelyhez és annél lassabban az y-tengelyhez, minél nagyobb az n szdm. Pa-
ros n esetén a gorbe szimmetrikus az y-tengelyre, paratlan n esetén pedig centralisan szimmetrikus a
koordinatarendszer kezdGépontjara. A 2.20. Abra az a = 1, n = 2 és n = 3 esetet tiinteti fel.

2.5. Irracionilis fliggvények

2.5.1. Linearis binom négyzetgyoke

A két y==*Var+b, a#0 (2.45)
fiiggvény egyiitt egy paraboldt ir le, amelynek a szimmetriatengelye az z-tengely. Az A cstucspont he-

a
lye (——, 0) , a félparaméter, azaz a parabola paraméterének a fele p = 2" Az értelmezési tartomény
a

b b

(—oo, ——] , 11l {——, +oo), aszerint, hogy a < 0 vagy a > 0 (2.21. abra) (a parabolarol részlete-
a a

sebben lasd 203. old.).

2.5.2. Masodfokt polinom négyzetgyoke
A két y==xVar+br+c, a#0 (2.46)

fiiggvény egytitt a < 0 esetén ellipszist, a > 0 esetén hiperboldt ir le (2.22. abra). A két tengely koziil

az egyik egybeesik az x-tengellyel, a mésik az x = —5, egyenes.
a
b+ +v—A b A
Az A, C és B, D csucspontok (—2—, 0) és (—2—, + 4—) , ahol A = 4ac — b?.
a a a

<
e 1=

/O(”\
Q)

D . .
a<0, A<0 a>0, A>0 a>0, A<0

2.22. abra.

A fiiggvények értelmezési tartomanya és menete a és A elgjelétsl fiigg (2.22. abra). Ha a < 0 és
A > 0, akkor a fliggvényeknek csak képzetes értékeik vannak, ugyhogy ilyenkor a gérbe nem létezik (az
ellipszisrdl és hiperbolarol részletesebben lasd 197 és 200. old.). Ha A = 0, akkor két egyenest kapunk,



amelyek egymaés tiikorképei az x-tengelyre vonatkozoan.

2.5.3. Hatvanyfiiggvény
Az y=az® =azt™™ m, n pozitiv egész, relativ prim szamok , a # 0 (2.47)

hatvanyfiiggvényt a k > 0 és a k < 0 esetben kiilon-kiilon kell targyalni (2.23. dbra). Feltehetjiik,
hogy a = 1, mert a # 1 esetén y = x* gorbéjét elég az y-tengely irdnyaban |a|-szeresre megnytjtani és
negativ a esetén az x-tengelyre tiikrozni; ezt is illusztrélja a 2.23.a,d és a 2.24.b abra.

y 1/2 Y4
1..

0

1/2
c) d)
2.23. abra.
y A 3/2
VA y=X
-1/3
y=X

a)eset,k >0, y= x™/™: A gbrbe menetét az m és n mennyiségek négy jellegzetes megvalasztasa
mellett a 2.23. abra tiinteti fel. A gérbe minden esetben atmegy a (0,0) és az (1,1) ponton. Ha k > 1,
a kezd6pontban a gorbe érinti az a-tengelyt (2.23.d abra), ha pedig k < 1, akkor, szintén a kezds-
pontban, az y-tengelyt (2.23.a,b,c abrak). Paros n esetén két, az x-tengelyre szimmetrikus folytonos
ag (2.23.a,d abrak), paros m esetén pedig két, az y-tengelyre szimmetrikus folytonos 4g van (2.23.c
abra). Paratlan m és n esetén a gorbe centrélisan szimmetrikus a koordinatarendszer kezdGpontjara
(2.23.b, 2.24.a abra). A kezdSpontban tehat a gorbének lehet cstcsa, inflexios pontja vagy visszatérs
pontja (2.23. dbra). Aszimptotaja nincs. Ha n paros, akkor az értelmezési tartomany [0, 0o), egyéb-
ként az egész R; az els6 esetben minden ag szélsGértéke és -helye a 0, a masodik esetben pontosan akkor,
ha m paros, egyébként nincs.

b) eset, k < 0,y = x~™/™ A 2.24. Abran a gorbe menete az m, n mennyiségek harom jellegzetes
megvalasztasa mellett van feltiintetve. A gérbe hiperbolikus tipust, és aszimptotai egybeesnek a ko-
ordinatatengelyekkel, pontosabban folytonos dganként egy-egy féltengellyel (2.24. abra). Minden ag
szakadéasi helye x = 0. A gorbe az z-tengelyhez annal gyorsabban, az y-tengelyhez pedig annal lassab-
ban kozeledik aszimptotikusan, minél nagyobb a |k| szam. A gorbe menete és a koordinatatengelyekre,
ill. a kezdGpontra vonatkozd szimmetria, ugyanigy mint a k > 0 esetben, attol fiigg, hogy m és n paros
vagy paratlan. SzélsGérték nincs.




2.6. Exponencialis és logaritmusfiiggvények
2.6.1. Exponenciilis fliggvények

Az y=da"=e" (1#a>0, b=1Ina) (2.48)
fiiggvény grafikus képe az exponencidlis gorbe (2.25. abra). Ha a = e, kapjuk a

természetes alapi exponencidlis gorbét: y=-e".

(2.49)
A fiiggvény minden értéke pozitiv. Ha a > 1 azaz b > 0, a fliggvény monoton névekszik hatarértékben
0-r6l co-ig, mindkét hatarértékéhez annél gyorsabban tartva, minél nagyobb a b szam. Ha a < 1 azaz
b < 0, akkor forditva: annal gyorsabban csékken monoton moédon, hatarértékben oo-rél 0-ig, minél
nagyobb a |b|, azaz minél kisebb az a szam. A gorbe atmegy a (0,1) ponton, és aszimptotéja az z-
tengely negativ fele az a > 1, azaz b > 0 esetben; az a < 1, azaz b < 0 esetben a pozitiv fele. Az

1 x
=a "= (—) fiiggvény a < 1 esetén novekszik és a > 1 esetén csokken; az a” és a=* gorbék egymas
a

tiikorképei az y-tengelyre vonatkozoan.

®_ % Y4

10°

1
\C

VA

T y=()

y=log,x=1b x
__________________ y=log.x=In x
[ y=log,,x=1g x

y=log;x
- y=log_elx
0 X ’
2.25. abra. 2.26. abra.
2.6.2. Logaritmusfiiggvények
Az y=log,z (a>0, a#1) (2.50)

fiiggvény a logaritmusgorbét irjale (2.26. Abra); ez a gorbe az a® exponenciélis gorbe y = x egyenesre
vonatkozo tiikorképe, azaz a®-nek log, x az inverze. Az a = e esetben az

y=Inz (2.51)
természetes logaritmus gorbéjét kapjuk.
A valos szamokon beliil a logaritmusfiiggvény csak x > 0 esetén van értelmezve. Ha a > 1, akkor mo-
noton novekszik hatarértékben —oo-rél +o00-ig, ha pedig a < 1, akkor monoton csckken hatarértékben
+o0-16l —00-ig, éspedig az exponencialis fiiggvényekhez hasonléan mindkét esetben annél gyorsabban,
minél kisebb az | In a| szam. A gorbe atmegy az (1,0) ponton, és x — 0+ 0 esetén aszimptotikusan ko-
zeledik az y-tengelyhez, mégpedig a > 1 esetén az als6, a < 1 esetén a felsé feléhez, és ezt is hasonld
modon annél gyorsabban teszi, minél nagyobb az | In a| szam. Most log,, x és log1 z tiikorképei egymaés-
nak az z-tengelyre vonatkozoan.

2.6.3. Gauss-féle haranggorbe

Az y = e (@) (2.52)

fiiggvény a folytonos GAUSS-féle haranggirbét irja le (2.27. abra). Ez a gorbe szimmetrikus az y-
tengelyre, és annal gyorsabban kozeledik mindkét irdnyban aszimptotikusan az z-tengelyhez, minél



nagyobb az |a| szam. Az A maximum-pont (0, 1), a B, C inflexiés pontok (j:

iranytangensek tg ¢ = Fa/2/e.

A (2.52) altal megadott GAUSS-féle haranggdrbe fontos
alkalmazasa a megfigyelési hibdk normdlis eloszldastorvé-
nyének leirasa (lasd Grafikus elGallitas és alkalmazas a
valoszintiségszamitasban, 787. és a rakovetkezo oldalak),
ahol szamszorosa a megfeleld stirtiségfiiggvény:

1 22
e 207, (2.53)

= p\x) =
y=lr)=—

2.6.4. Exponenciilis 0sszeg

Az y = ae’ + ce™

1
—) . A megfelels

1
a2’ Ve

\

2.27. 4bra.

(2.54)

folytonos fliggvényt jellegzetes elGjelviszonyok mellett a 2.28. abra tiinteti fel. A szerkesztés ugy tor-

Y2

signa ¥ sign ¢
sign b = sign d

Y1

. : 0
Sign a=sign ¢ signa = sign c h
sign b=sign d sign b # sign d
(a, ¢, b, d>0) (a, c>0,b<0,d>0)  (a>0, c<0, b, d>0)
a) b) c)

2.28. abra.

ténik, hogy az y; = ae®, y, = ce®

sign a¥ sign ¢
sign b* sign d
(a<0, c>0, b<0, d>0)
d)

osszeadandok gorbéinek ordinatait osszeadjuk. Ha az a, b, ¢, d

szamok egyike sem nulla, a gérbe alakjat a 2.28. Abran szerepls négy gérbe valamelyike, vagy valame-
lyik tengelyre vett tiikorképe adja meg. A b — —b, d — —d helyettesitéssel kapott gérbe az eredetinek
az y-tengelyre vonatkozo tiikorképe, az a — —a, ¢ — —c esetben pedig az z-tengelyre vonatkozo tii-
korképet kapjuk. Ezt illusztralja a 2.28.a abra a b,d > 0 esetben, a szaggatott—pontozott gorbe a

(—%) ,O> , a C szél-

tiikrozott.

Az y-tengellyel, ill. z-tengellyel valo A és B metszéspont (0, a + ¢), ill. <

s6értékhely x-koordinatéja

1
d—1>b cd

ezek a pontok léteznek, azaz a formulak értelmesek.

b
In (_a_) , & D inflexiés ponté pedig

d—

d—>b

(

_ab?
cd?

) , feltéve hogy

a) eset Az a és ¢, ill. b és d paraméterek elGjele azonos: a fliggvény nem valt elGjelet; értéke hatarérték-
ben 0-r6l +oo-ig, ill. —oo-ig, vagy +oo-1dl, ill. —oo-r6l 0-ra valtozik. Inflexiés pont nincs; aszimptota

az z-tengely (2.28.a abra, a, ¢, b, d > 0 eset).

b) eset Az a és ¢ paraméterek azonos, b és d pedig ellenkez§ elGjeliiek: a fiiggvény eljelvaltas nélkiil



hatarértékben +oo-r6l 4+o00-ig valtozik és kozben egy minimumon megy &t, illetve —oo-r6l —oo-ig val-
tozik és kozben egy maximumon halad at. Inflexiés pont nincs (2.28.b abra, a,¢ > 0,6 < 0,d > 0
eset).

c) eset Az a és ¢ paraméterek ellenkezd, b és d pedig azonos elGjeltek: a fiiggvény hatarértékben 0-
10l +o00-ig, ill. —oo-ig, vagy +o00-16l, ill. —oo-16l 0-ra valtozik, mikozben egyszer elGjelet valt, tovabba
athalad egy C szélsGérték-ponton és egy D inflexiés ponton. Aszimptota az x-tengely valamelyik fele
(2.28.cabra,a > 0,¢ < 0,b,d > 0 eset).

d) eset Az a és ¢ paraméterek kiilonbozo elGjeliiek, b és d tgyszintén: a fiiggvény monoton véltozik
hatarértékben —oo és +00, illetve +00 és —oo kozott. SzélsGértéke nincs, viszont van egy D inflexios
pontja (2.28.d abra, a < 0,¢ > 0,b < 0,d > 0 eset).

Ay

bl

>0

2.29. abra.

2.6.5. Altalanositott Gauss-féle haranggorbe
Az y=ae”t | 440, c#0 (2.55)
folytonos fliggvényt a (2.52) GAUSS-féle haranggorbe altalanositasanak lehet felfogni; a gérbe szimmet-

b
rikus az x = ~5 fliggbleges egyenesre, nem metszi az x-tengelyt, az y-tengellyel valé D metszéspontja
c

pedig (0,a) (2.29.a, b abrak).
A fliggvény menete a és c elGjelétdl fligg. Csak az a > 0 esettel foglalkozunk, mert az a < 0 esethez
tartozo gorbét az el6bbibdl az x-tengelyre valo tiikrozéssel lehet megkapni.

a) eset, ¢ > 0: A fiiggvény hatéarértékben +o0o-r6l minimumara csokken, majd megint +oo-ig névek-
b2

szik. Kézben mindig pozitiv marad. Az A minimumpont (—2—, ae_E) ; inflexiés pont és aszimptota

c

nincs (2.29.a abra).

b i
b) eset, ¢ < 0: Az z-tengely aszimptota. Az A maximumpont (— % ae 40) ,a B, C inflexios pontok
c

(—bj:\/—2c —(b*+2¢)

5 e 4 > , a fliggvény megint mindenhol pozitiv (2.29.b abra).
c

2.6.6. Hatvanyfiiggvény és exponencialis fiiggvény szorzata
Az y=az’e”, a,b,c#0 (2.56)

folytonos fliggvényt csak az a > 0 esetben vizsgéaljuk, mert az a < 0 esetben gorbéje az el6bbibdl az
z-tengelyre valo tiikkrozéssel adodik, tovabba az altalanos hatvanyfiiggvény jelenléte miatt b értékétsl



fiiggfen csak nemnegativ vagy pozitiv z-értékeket tekinthetiink, igyhogy y minden értéke nemnegativ
lesz, és 0 csak a 0-ban lehet (2.30. abra).

A 2.30. abran lathato, hogy a paraméterek alkalmas kombinacidjaval a legkiilonfélébb gorbemeneteket
lehet elgallitani.

Ha b > 0, akkor a gorbe athalad a koordinatarendszer kezdépontjan. Az érinté ebben a pontban b > 1
esetén az x-tengely, b = 1 esetén az elss siknegyed y = x szogfelezGje, 0 < b < 1 esetén pedig az
y-tengely, tehat a jobboldali derivaltja O-ban rendre 0, a, co. Ha b < 0, akkor az y-tengely pozitiv fele
aszimptota. Ha ¢ > 0, az x argumentummal egyiitt a fiiggvény is minden hataron tul novekszik; ha
¢ < 0, a fiiggvény +oo-ben hatarértékben O-ra csokken. Ha b és ¢ elGjele kiilonbozd, a fliiggvénynek az

x = —- helyen egy A szélsGérték-pontja van. A gérbének vagy nincs inflexios pontja, vagy egy, ill. két
c
s . b+ Vb . " , , .
C és D inflexiés pontja van | x = — , aszerint hogy a képlet értelmes-e, és ekkor hany pozitiv
c
értéke van (2.30.c, e, f, g abrak).
y A y A y“ y A

>0, b>1 0" 50, b=1 X >0, b<0 X
a) b) d)
YA YA VA

DpARC S C
_ ! N A =S I ! > _

c<0,b>1 * 0 c<0, b=1 X 0 <0, 0<b<1” 0 c<0,b<0 X
e) f) g) h)

2.30. abra.

2.7. Trigonometrikus fliggvények
2.7.1. Elemi tudnival6k

2.7.1.1. Definicid és Abrazolas

1. Definicio

A trigonometrikus fliggvények (més néven szigfiigguények vagy goniometriai fligguények) klasszikus
bevezetése geometriai tton torténik. Ezért definicigjukat és az argumentum fokban vagy fvmértékben
valo megadaséat a 131. oldalon targyaljuk.

2. Szinusz
Az y =sinz (2.57)

kozonséges szinuszfligguény gorbéjét a 2.31.a Abra mutatja. Ez egy T' = 27 periddusi folytonos gorbe.
A kozonséges szinuszgorbe z-tengellyel valo By, By, B_1, By, B_, ... metszéspontjai, ahol By = (km,0)



(k = 0,+1,42,...) a gorbének egytuttal inflexiés pontjai is. Ezekben a pontokban a gérbe érinté-
jének az x-tengelyhez viszonyitott hajlasszoge ig . A széls6értékhelyek Cp, C_q, Cy, C s, ... C} =

. KkJr%)”’(—l)k] (k=0,£1,42,...).

Az y = Asin(wx + ¢o) (2.58)

\ VT
TAVAR

a) b)
2.31. abra.

dltaldnos szinuszfiggvény amplitidoja 1 helyett |A|, frekvenciadja 1 helyett w, kezd6fazisa, mas néven

faziseltolodasa pedig 0 helyett g; gorbéje a 2.31.b abran lathato.

le— T=2r —

Al

A kozonséges szinuszgorbével szemben az altalanos szinuszgorbe (2.31.b abra) az |A| tényezdvel az

. . 1 . ¥o
y-irdanyban meg van nytujtva, az — tényezével az x-irdnyban Gssze van nyomva, és a — szakasszal el
w w

2 km —
van tolva balra. A periodus T = il ; az r-tengellyel vald metszéspontok By = (u, O) ;
w w

<k’ + 5) ™ — @0
a szélsGértékhelyek Cj, = , (=1)*A |, a fenti k-értékekkel.
w
3. Koszinusz
Az Yy = cosx = sin <m + g) (2.59)
1
kézonséges koszinuszfiigguény gorbéje az x-tengelyt a By, B, B_1, Bs, ..., By, = Kk + 5) T, O}

(k=0,£1,42,...) pontokban metszi; ezek egyben az inflexiés pontok is, benniik az érinté irdnyszoge
i% (2.32. abra).

Szélséértékhelyek: Cy, C1,C_1,Cs, ..., Cy =
(km, (—=1)F).

Az y = Acos(wx + o) (2.60)
dltaldnos koszinuszfiigguény az
y = Asin (wx + o + g) : (2.61)
alakban is felirhato, vagyis mint altalanos szi-
nuszfiiggvény ¢ = 90° faziseltolodéassal. 2.32. abra.
4. Tangens

Az y=tgzx (2.62)



1
tangensfigguény periodusa T = m, aszimptotai az x = <k + 5) 7 egyenesek (2.33. abra). Hax a —g

és +g kozott valtozik, a fliggvény monoton névekszik hatarértékben —oo-rél +oo-ig. Az z-tengellyel

valo 0, Ay, A_q, As, A 5, ..., Ay = (km,0) metszéspontok egytuttal inflexiés pontok is, amelyekben az
T

érint6 irdnyszoge —.

4

o
Il

0
a
v______

2.33. abra. 2.34. abra.
5. Kotangens
Ay y=ctgr = —tg (:U + g) (2.63)

kotangensfiigguény az x-tengelyre tiikkrozott és T szakasszal balra eltolt tangensgorbe (2.34. abra),

tehat ez is 7 szerint periodikus. Az aszimptoték az x = km egyenesek. Ha x 0 és m kozott valtozik, y
monoton csokken hatarértékben 4oo-r6l —oo-ig. Az z-tengellyel valdé Ay, A_i, Ag, A_o, ... metszés-

1
pontok, ahol A, = ((k: + 5) , 0), egyuttal inflexios pontok is, amelyekben az érinté iranyszoge % :

6. Szekans T 3n
) X y A 5 T 5 2T
— e 2 4 :U U:: U:::b‘o :::U :
z Y= BT = s (2:64) P R0 4T g
HORNREN [OHH e I
@i Qi i |
szekdnsfiigguény periddusa T' = 27 , az aszimptotak x = (k: + 3 T - b S !
mindig fennall |y| > 1. A lokalis maximumpontok A;, A_;, As, | | i ,. |
A_5,...,ahol Ay = [(2k + 1)7, —1] ; a lokélis minimumpontok By, By, i i i :' i
B_l, BQ, B_Q, ceey ahol Bk = (Qk’ﬂ', —|—1) (235 ébra). i ' i
Sy yA DN
1 | 1 1 : : —>
| | fer=onl—{ | s Sl x
i =1 1 | g 1 R Y
i i i i i i et o1 'E'#?
: : : ! : ! RS i o
' \By/ | : : : 1\B; FEEEE R
I I 2 i L1y 5
a0l 2n x LD 2n X
AD | AN (A Ay
| | | i | | I .}
: : : ! : ! g gl O
I . s | L TIgE Sl
| | | | : | 0 90 180 270 360

2.35. abra. 2.36. abra. 2.37. abra.



7. Koszekans

1
Az Y = COSec T = — (2.65)
. sin
koszekansfiigguény gorbéje egy x = 5 szakasszal jobbra eltolt szekansgoérbe. Az aszimptotak x = k.

4k + 3

A lokalis maximumpontok Ay, A_1, Ay, A o, ..., ahol Ay = ( , —1) ; a lokalis minimumpontok

4k +1
2
Megjegyzés: Komplex argumentuma trigonometrikus fliggvények a 726. oldalon keriilnek targyalésra.

Bo, Bl, B,lBQ, B,Q, Cey ahol Bk = ( T, +1) (2.36. ébra).

2.7.1.2. Ertékkészletek és a fiiggvények menete

1. 0 <z < 360° szogtartomany

A 2.37. abran egyiitt lathato mind a hat trigonometrikus fiiggvény gérbéje mind a négy siknegyedhez
tartozo, vagyis 0° és 360° kozotti, azaz ivmértékben 0 és 21 kozotti szogekre.

A 2.1. tablazat attekintést ad az elsG 4 fiiggvény értelmezési tartomanyarol és értékkészletérsl. A 6
fliggvény eldjelét, amely a megfelels (szogben kifejezett) argumentumot tartalmazo siknegyedtdl fiigg,
a 2.2. tablazat mutatja.

2.1. tablazat. A trigonometrikus fiiggvények értelmezési tartomanya (ivmértékben) és értékkészlete

Ertelmezési tartomany | Ertékkészlet Ertelmezési tartomany Ertékkészlet

—1<sinz <1 x;«é(ZkJ—i—l)g —o00 < tgxr < 00
—1<cosz<1 x # km —o0 < ctgr < o0
(k=0,£1,42,..)

—0<r <o

2.2. tablazat. A trigonometrikus fiiggvények elGjele

Siknegyed Sz0g nagysaga sin cos tg ctg sec cosec
(a hatarokat nem beleértve)
I 0°-tol 90°-ig | + + + + + +
II 90°-tol 180°-ig | + — — — — +
III 180°-tol 270°-ig — — + + - -
1Y 270°-t061 360°-ig — + — — + —




2. Egyes specialis argumentumokhoz tartozo fliiggvényértékek

2.3. tablazat.
A trigonometrikus fiiggvények 0°,30°,45°, 60° és 90°-hoz, illetve a megfelel§ ivmértékhez tartozo
értékei (oo és Foo féloldali hatarértéket jelent)

Szog | Ivmérték | sin | cos | tg ctg | sec | cosec
0° 0 0 1 0 | Foo 1 Foo
1 1 3 3 23
30° Zr Z £ £ V3 i 2
6 2 2 3 3

1 2 2

w | W 22 e
1 31 1 3 2V3

60° ~r £ i V3 £ 2 _\/_
3 2 2 3 3
1

90° o™ 1 0 | £oo| O +oo 1

3. Tetszdleges szogek

Mivel a trigonometrikus fiiggvények periodikusak (27, ill. 7w periodussal), a tetszéleges x argumentum-
hoz tartozo fiiggvényérték meghatarozasat megkonnyitik a kovetkezs szabélyok (az ivmértékre vald
atirds — is — trivialis).

Az x argumentum > 360°: Ha a sz6g nagyobb, mint 360° (ill. nagyobb, mint 180°), akkor a trigo-
nometrikus fiiggvények értékét a kovetkezs szabalyok segitségével vissza lehet vezetni olyan a sz6gh6z
tartozo fiiggvényértékekre, amelyekre 0 < o < 360° (ill. < 180°) (n egész):

sin(360° - n + o) = sina, (2.66) cos(360° - n 4+ o) = cos v, (2.67)

tg(180° - n+ ) = tg o, (2.68) ctg(180° - n+ o) =ctga.  (2.69)
Az x argumentum < 0: Ha az argumentum negativ (r = —«), akkor a fliggvényértékeket a kovet-
kez6 képletekkel lehet pozitiv argumentumhoz tartozoé fiiggvényértékekre visszavezetni:

sin(—a) = —sina, (2.70) cos(—a) = cos o, (2.71)

tg(—a) = —tga, (2.72) ctg(—a) = —ctga. (2.73)

Az x argumentumra 90° < x < 360°: Ha 90° < x < 360°, akkor a fiiggvényértéket a 2.4. tab-
lazatban szerepl$ redukcios képletekkel egy a hegyesszoghoz tartozo fiiggvényértékre lehet visszave-
zetni. Az olyan fiiggvényértékek kozott fennallo osszefiiggéseket, amelyek egymastol 90°-kal, 180°-kal
vagy 270°-kal eltérd, illetve egymast 90°-ra, 180°-ra vagy 270°-ra kiegészit6 szogekhez tartoznak, kvad-
ransreldcioknak nevezziik. (Itt is trivialis az ivimértékre valo atiras.)

2.4. tablazat. Trigonometrikus fiiggvények redukcios képletei (kvadransrelaciok)

Figgvény | 2 =90°+ta | 2=180°+ta | 2 =270°*ta | z = 360° — «
sinx + cosa Fsina —Ccos —sin o
CcosS T Fsinw —cos« + sin o + cosa
tgx Fctga +tga Fctga —tga
ctgx TFtga +ctga Ftga —ctga




A 2.4. tablazat 1. és 2. oszlopa pdtszagtételeket, 1. és 3. oszlopa kiegészitdszog-tételeket tartalmaz.
Ismert, hogy 90° — « az « sz6g pdtszdge (1asd 131. old.), ezért hivjuk a

cosa = sin(90° — ) , (2.74a) Fsina = cos(90° — ) (2.74b)
és a tablazatban szerepls tobbi Osszefiiggést potszogtételeknek.
A trigonometrikus fiiggvények kiegészits szogekhez (1asd 131. old.) tartozo értékei kozotti,

Fsina = sin(180° — ), (2.75a) —cosa = cos(180° — «) (2.75Db)

és a tobbi feltiintetett Osszefiiggést pedig hasonloan kiegészitdszdog-tételeknek nevezzilk. A .+ elGjelek
csak a konnyebb megjegyezhetGség miatt szerepelnek.

Az x argumentumra 0° < x < 90°: Ha hegyesszogrdl van sz6 (0° < z < 90°), a fiiggvényértékeket
korabban csak tablazatbol allapitottak meg, most zsebszamologéprdl is leolvashatok.

B sin(—1000°) = —sin 1000° = —sin(360° - 2 + 280°) = —sin 280° = + cos 10° = 40, 9848.

4. Ivmeértékben megadott szogek

Az ivmeértékben, azaz radian egységekben megadott argumentumértékeket a (3.2) képlet segitségével
lehet fokra atszamitani (lasd 132. old.).

2.7.2. Trigonometrikus fiiggvényekre vonatkoz6 tovabbi fontos
formulak

2.7.2.1. Trigonometrikus fiiggvények kozotti osszefiiggések

sin® o + cos® a = 1, (2.76) sina - coseca = 1, (2.79)

sec’a —tg?a = 1, (2.77) cosa-seca = 1, (2.80)

cosec’ a — ctg®a = 1, (2.78) tga - ctga =1, (2.81)
sin o COS (v

= = ctga. 2.83

p— tg (2.82) o s« (2.83)

Az attekinthetGség érdekében a tovabbi formulakat a 2.5. tablazatban foglaltuk 6ssze. E formulakban
altalanos esetben a gyokjel elé aszerint kell pozitiv vagy negativ elGjelet tenni, hogy a szog melyik
siknegyedben (ivmérték-intervallumban) helyezkedik el:

2.7.2.2. Trigonometrikus fiiggvények szogek 6sszegéhez, ill. kiilonbségéhez
tartozo értékei

(Itt és a tovabbiakban csak annyi a megkotés a szerepld szogekre, hogy a formulék értelmesek legyenek.)

sin(a£3) = sin «acos fEcos asin 3, (2.84) cos(at) = cos a cos fFsin asin 3, (2.85)
tga +tgf ctgactgBF 1

t +0)=———"— 2.86 t + ) = 2.87

gla+p) T tgatad (2.86) ctg(a £ B) g Lotga’ (2.87)

sin(a + # + ) = sinacos cosy + cos asin [ cos 7y
+ cos a cos [ siny — sin asin 3 sin 7y, (2.88)

cos(a+ B+ ) = cosacos B cosy — sinasin 3 cosy
—sin avcos fsiny — cos asin Fsin 7. (2.89)



2.5. tablazat.

Trigonometrikus fiiggvények kifejezése egymassal (0 < o < g)

Szogtiiggvény sin «v COoS @ tg o ctg o

. tg o 1
sin « — V1 —cos?«
V1+tgZa | /14 ctg?a

ctga

1
CoS «v V1 —sin?a —
V1+tgta | /1+ctg?a
sin o V1 —cos? 1

tg —
/1 —sin? a CoS (v ctg
V1 —sin?a COS (v 1

ctg o — —

sin o /1 — cos? o tg

2.7.2.3. Trigonometrikus fliggvények szogek tobbszoroseihez tartozo értékei

sin2a = 2sinacosa, (2.90) cos2a = cos’ a — sin’ a (2.92)

sin3a = 3sina — 4sin® (2.91) cos3a = 4cos® o — 3cos (2.93)

sinda = 8cos® asina — 4cosasina, (2.94) cosda = 8cos’a —8cos®a+1,  (2.95)
2tg o ctg?a —1

tg200 = ————— 2.96 = — )

g2 T tela’ (2.96) ctg 2 Sciga (2.99)

Jtga —tgd o ctg® o — 3ctgar

tg3a = 222 "8 X 2.97 - 2.1

&oa 1-3tg?a (297) ctg a Jetgla—1 7 (2.100)
dtga—4tg® o tg* o — 6etg? o+ 1

tgda = — 2 & (2.98) ctgda = S8 ATOAET AT g )

1-6tg2a+tgta, detgda —detga

Nagy n értékekre sin na és cos na meghatarozasara a MOIVRE-féle képletet célszerti alkalmazni. A bi-
n

nomialis tétel és az < > binomiélis egyiitthato (14sd 12. old.) hasznalataval és i2 = —1 figyelembevé-
m

telével kapjuk:

f ol C ol n n : n—1 : n n—2 1n2
cosna +isinna = (cosa +isina)” = cos" a + incos" " asina — o ) COs" T asin"a
(n _ . n — .
—1(3> cos"? asin® a + (4) cos" tasinfa+ ..., (2.102)

innen pedig a valos és képzetes részek egyenlésége miatt
n n n—2 o2 n n—4 o4 n n—6 ;6
cosna = cos” o — |, ) cos” " arsin o+ g )cos"Tasinta— | ] cos™ asin a+ ...,
(2.103)

. _ . n _ . n _ .
sinna = ncos" ' asina — (3) cos" 3 arsin® o + (5) cos" Pasin’a — ... . (2.104)




2.7.2.4. Trigonometrikus fiiggvények szog feléhez tartozo értékei
(félszogtételek)

A kovetkezd képletekben a gyokjel elé aszerint kell pozitiv vagy negativ elGjelet tenni, hogy a szog
melyik félsikban, illetve siknegyedben (ivmérték-intervallumban) helyezkedik el.

1 1
sin & = \/=(1 —cosa), (2.105) cos = = \/ = (1 + cos o), (2.106)
2 2 2 2
; a 1—cosa_1—cosa_ sin «v (21()7)
g27\/1+cosa7 sinae 1+ cosa’ '
ctgg: /1+cosoz:1—|—.cosoz: sin « ' (2.108)
2 1 —cosa sin o 1 — cos«

2.7.2.5. Trigonometrikus fiiggvények két értékének osszege, ill. kiilonbsége

(addicios tételek)
sina +sin 8 = QSina;—ﬁCOS oz;ﬁ’ (2.109) sina —sin 8 = 2cos a;—ﬁsin a;ﬁ’ (2.110)
cosa + cos 3 = 2 cos a;ﬂcos a ; 6, (2.111) cosa — cos B = —2sin a;ﬂsinagﬁ, (2.112)
N L Gt ) (2.113) ctga & ctg § = £50@ 5 (2.114)
cos « cos (3 sin v sin 3
tga+ctg g = =0 (2115) ctga —tg g = @0 (2.116)
cos asin 3 sin o cos 3
2.7.2.6. Trigonometrikus fiiggvények értékeinek szorzata

sin asin 3 = %[COS(O& — ) — cos(a+ )], (2.117)
cosacos ff = %[cos(oz — B) + cos(a+ )], (2.118)
sin acos f = %[Sin(& — ) + sin(a + 5)], (2.119)
sinasin fsiny = i[sin(a + 06 —7) +sin(f+v— )

+sin(y + a — §) —sin(a + 5 +7)], (2.120)
sin acos (3 cosy = %l[sin(a + 5 —7)—sin(f+7y— )

+sin(y + o — ) +sin(a + 8 + 7)), (2.121)

sin asin 3 cosy = i[— cos(a+f —7)+cos(B+v— )
+cos(y +a— ) — cos(a+ B +7)], (2.122)



cos acos Fcosy = i[cos(a + B —7)+cos(f+v—a)
+cos(y+ o — ) + cos(a + 5 +7)]. (2.123)

2.7.2.7. Trigonometrikus fiiggvények hatvanyai

1 1
sin? v = 5(1 — cos 2a) (2.124) cos’a = 5(1 + cos 2a) , (2.125)
. 3 1. . 3 1
sin® o = 1(3 sin v — sin 3a) , (2.126) cos’a = Z(COS 3a+ 3cosa), (2.127)
.1 L1
sin® o = g(cos dav —4cos2a+3), (2.128) cos"a = é(cos dov + 4 cos2a + 3) . (2.129)

Nagy n értékekre sin"« és cos™ v értékét hatdnyozas nélkiil rekurzidval hatarozzuk meg, cos a, cos 2a, . . .,
cosna és sin a, sin 2a, . . ., sin na 81. oldalon talalhato képleteit atrendezve.

2.7.3. Rezgések leirasa

2.7.3.1. A probléma megfogalmazasa
A technikaban és a fizikaban gyakran fordulnak el6 a t-vel jelolt id6tdl fiiggd,
u=Asin(wt+¢), A>0 (2.130)

alaktd mennyiségek. Ezeket néha szinuszos mennyiségeknek is hivjak. Id6beli valtozasuk harmonikus
rezgést ir le. (2.130) abréazolasa altalanos szinuszgorbét eredményez; lasd a 2.38. abrat.

u A
A
T

/ <l o) Ibl b=Asin @
PTN >

0 t

|al "
2.38. abra. 2.39. abra. 2.40. abra.

Az altalanos szinuszgorbe az y = sin x kozonséges szinuszgorbéjétdl a kovetkezdkben kiilonbozhet:

a) az A amplitudoban, vagyis a t id6tengelytdl valo legnagyobb kitérésben,

b)aTl = nill periodusban, amelyet itt hulldmhossznak hivunk (itt w a rezgési frekvencia, amelyet a
w

rezgéstanban korfrekvencidnak hivnak),

c) a ¢ kezdeti szogben vagy kezddfdzisban vagy fdziseltoloddsban, amelyrdl feltehet | hogy [0, 27)-be
esik.

Az u = u(t) mennyiség asinwt 4+ bcoswt (2.131)

b
alakban is elGallithato. Itt ¢ = 0 ést = 21 adja, hogy A = va?+b? és tgp = —, amibdl a és
w a



b egyértelmiien meghatarozhatd. Az a, b, A és ¢ mennyiségek a 2.39. abra szerint egy derékszogi
haromszog meghatéarozo adatainak tekinthetk. (Ha ¢ 180° + « alaku, akkor helyette 180° — «, és ha
[ez] 90° 4 3 alaku, akkor ehelyett 90° — /3 veendd, hogy végiil hegyesszoget kapjunk, melynek tangense
|b]

)

lal’

2.41. abra. 2.42. 4bra.

2.7.3.2. Rezgések szuperpozicidja vagy osszetétele

Rezgések szuperpozicidjanak (6sszetételének) nevezziik legegyszertibb esetben két, azonos frekvencidji
rezgés osszeaddsdt. Ez ismét harmonikus rezgést ad, mégpedig ugyanazzal a frekvenciaval:

Ajsin(wt + ¢1) + Agsin(wt + pg) = Asin(wt + ¢) , (2.132a)
ahol a korabbi helyettesitésekkel

ot Ay sin g + Ay sin gy
és = )
8% Aj cos 1 + As cos o

A= \/A12 + Ay + 241 A5 cos(pa — 1) (2.132b) (2.132¢)

(Ha az A cos p-vel egyenls nevezs 0, akkor ¢ = g vagy g, aszerint, hogy az A sin ¢-vel egyenld szam-

1al6 pozitiv vagy negativ; mivel a gyok alatti kifejezés > 0, ebben és az altalanos esetben is A > 0 és
p egyértelmiien meghatarozott). Ezt egyre tobb Gsszeadandora alkalmazva ketténél tébb, azonos frek-

s

rezgést) eredményez, ugyanazzal a frekvenciaval:

Z c;Aisin(wt + ;) = Asin(wt + ¢) (2.133)

ahol a (2.132b)-beli A és a (2.132c¢)-beli ¢ mennyiséget egy vektordiagrambol (2.40. abra) lehet meg-
hatéarozni.

2.7.3.3. Rezgések vektordiagramja

A (2.130) és a vele egyenld, (2.131) alaku altalanos szinuszfiiggvény célszertien reprezentalhato egy ko-
z0s sikban a p = A, ¢ polarkoordinatékkal és az x = a, y = b DESCARTES-féle koordinatakkal (lasd
191. old.), mert a korabbiak miatt az @ = (a,b) pont polarkoordinatai (A, ). Két ilyen mennyiség
osszege ekkor a két, (a1, b1) és (ag, by) vektor Osszegeként adodik (2.40. abra). Ugyanigy t6bb ilyen
vektor Gsszege tObb altalanos szinuszfiggvény linedris kombindciojdt adja. Ezt az abrazolast vektordi-
agramnak nevezziik.



A megadott ¢ id6ponthoz tartozé u mennyiséget a vektordiagram u vektorabol a 2.41. abra szerint
lehet meghatarozni: ElGszor a koordinatarendszer O kezddpontjan atfektetjiik az O P(t) id6tengelyt,
amely O koriil az 6ramutato jarasaval egyezd irdanyban, allandé w szogsebességgel forog. A t = 0 kezdeti
idépontban az y-tengely és ezen t-tengely egybeesik. Ezutan barmely t id6pontban u-nak az id&ten-
gelyre ejtett ON vetiileti hossza egyenls az u(t) = Asin(wt + ¢) altalanos szinuszfiiggvény abszolut
értékével. A t = 0 id6pontban u(0) = Asin ¢ é-nak az y-tengelyre valo vetiilete (2.41. abra).

2.7.3.4. Rezgések csillapitasa

Az y = Ae” " sin(wz + ¢o) (2.134)

fliggvény = > 0 esetén egy csillapitott rezgés gorbéjét (2.42. abra) irja le. A rezgés az z-tengely koriil
megy végbe, és kdzben a gorbe aszimptotikusan kozeledik az z-tengelyhez. A szinuszgorbe burkoloi az
y = £Ae™ " exponencidlis gorbék; az érintési pontok

1

1
<k+§>ﬂ'—g0o (k+§>71'—(,00
A17 A27' e aAk = ) (_1)k‘4 eXp | —

a
w w

[
A koordinatatengelyekkel valoé metszéspontok B = (0, Asingy), C1,Cs, ..., Cy = (u, O> A
w

km — @9 + «

Dy, Do, ..., Dy,...széls6értékhelyek az x = argumentumokhoz, az E, Ey, ..., Ej, ...

. ) km — ¢o + 2a w
inflexiés pontok az x = . s argumentumokhoz tartoznak, ahol tgax = —.
w a
; s
Ad=mn| 2| =T mennyiséget a csillapitas logaritmikus dekrementumanak nevezziik; itt y; és y;11
Yi+1 w

barmely két szomszédos argumentumi szélséérték.

2.8. Ciklometrikus fiiggvények (arkuszfiiggvények)

A ciklometrikus fiiggvények a trigonometrikus fliggvények inverz fiiggvényei. Inverz trigonometrikus
vagy drkuszfiigguényeknek is hivjuk 6ket. Egyértelmi definidlasuk céljabol a trigonometrikus fiiggvé-
nyek értelmezési tartoméanyat monotonitasi intervallumokra bontjuk fel, igy minden monotonitési in-
tervallumra adodik egy inverz fliggvény. Ezeket a hozzajuk tartozé monotonitasi intervallumnak meg-
felels k indexszel latjuk el.

1 A -

’ ) - A

FoL | L N 2 |

i i i i RS s --' ———————————— T[

bl Ag--TT | nl-

: L[ ___":I B }K H: ( ___________ A —\—————_________;'_",

i 2 f‘EE q) i i/ %i (I) e N - [ A \\¥
A ' 2. AT B |

2.43. abra. 2.44. abra. 2.45. 4bra. 2.46. abra.




2.8.1. A ciklometrikus fliiggvények definicioja
Az eljarast az arkusz szinusz fliggvény példajan mutatjuk be (2.43. abra). Az y = sinx fliggvény
értelmezési tartoményat a km — g <z < km+ g monotonitasi intervallumokra bontjuk fel, ahol
kE=0,£1,£2,.... Az y = sinz fliggvény gorbéjét az y = x szogfelezs egyenesre tiikkrozve kapjuk az

y = arcysinz (2.135a)
inverz fiiggvényeket, amelyeknek az értelmezési tartomanya és értékkészlete

1<z <41, il /m—ggyg/m+g, ahol k=0,+1,42, ... . (2.135b)

Az y = arcpsinz és az x = siny irasmod ekvivalens. Analog modon nyerhetSk a tobbi arkuszfiigg-
vények, amelyeket a 2.44.—2.46. abrak szemléltetnek (arccos, arctg, arcctg). Az arkuszfiiggvények
értelmezési tartoménya és értékkészlete, valamint a veliik ekvivalens trigonometrikus fiiggvények —
azaz amelybdl szarmaznak — a 2.6. tablazatban vannak feltiintetve.

2.8.2. Visszavezetés a f6értékekre

Az arkuszfiiggvények koziil a k = 0 indexnek megfelels az arcctg
ugynevezett fdérték, amelyet a k index elhagyasaval irunk,
pl. arcsinz = arcgsinz .

A 2.47. abran az arkuszfiiggvények féértékei lathatok.

Megjegyzés: A féértékeket zsebszamologéprdl is le lehet
olvasni. A féértékre valo visszavezetés a kovetkezs képletek-
kel torténik:

arcy sinz = kr 4 (—1)" arcsin z, (2.136) aTe

~ J (k+1)m —arccosz (k péaratlan)
Arcr oS = { km + arccos (k péros) , (2.137)
2.47. abra.
arcy tgx = km + arctgz, (2.138) arcy ctgx = km + arcctgx . (2.139)

B A: arcsin0 =0, arc,sin0 = k7.
B B: arcctgl = %, arc ctgl = g + km.

1 =« 1 T . . T )
B C: arccos =3 arcy, cos 3="3 + (k + 1) ha k paratlan és = 3 + km ha k paros.

2.8.3. Osszefiiggések a féértékek k6zott

. _ r | —arccosv1—22 (—1<z<0),
aresing = o — arccosr = arctg Wi { arccos /1 = 22 0<z<1), (2.140)
. o x _Jm—arcsiny1l —2?2 (—-1<z<0),
arccosz = o — aresing = arcctg Vi { arcsin T = 22 0<z<1), (2.141)
tgr = — ¢ T— (2.142)
arctgr = — — arcctg x = arcsin ——, :
g 9 g 1122



2.6. tablazat. A ciklometrikus fliggvények értelmezési tartoménya és értékkészlete

Eredeti
Arkuszfiiggvény Ertelmezési tartomany Ertékkészlet trigonometrikus
fliggvény
Arkuszsz1.nusz } —-1<z<1 kw—zgyglerz T =siny
y = arcg sinw 2 2
Arkusz koszinusz } l<z<1 kr <y < (k+ ) T = cosy
Yy = arcy cosx
Arkusz tangens m m -
y = arcy tg } —o00 < T <00 k:7r—§<y<k:7r+§ T =tgy
Arkusz kotangens } —00 < x <00 kr<y<(k+ 1w T = ctgy
Yy = arcg ctgx
k=0,4£1,4£2,.... A k = 0 esetben kapjuk az illets ciklometrikus fiiggvény féértékét,
amelyet index nélkiil irunk (pl. arcsin x = arcpsin ).

1 1

- _ —arccos —— (¢ <0),
arcctg ; 7 (z<0) W (z <0)
arctgx = arcctg — (z >0) ) arccos Vg x>0), (2.143)
T x
0 (x=0) x=0)
T
arcctg x = — — arctg x = arccos , 2.144
gt rr (x<0) |
arctg — + 71 (z
g :f T — arcsin ﬁ (./L' S 0)
arcctgxr = ¢ arctg — (x>0) = 1 T (2.145)
I T arcsin ——— (x >0).
5 (z=0) 1+ a?
2
2.8.4. Képletek ellentett argumentumparokra
arcsin(—z) = —arcsinx, (2.146) arccos(—z) = m — arccosz,  (2.148)
arctg(—z) = —arctgx, (2.147) arcctg(—x) = m —arcctgz . (2.149)
2.8.5. arcsinx ésarcsiny oOsszege és kiilonbsége
arcsin x + arcsin y = arcsin (a:\/l — 2+ yV1— $2> (ry < 0vagy 22 +12 < 1), (2.150a)

= m — arcsin (x\/l—y2+y\/1—x2> (>0,y>0, 2°+9*>>1), (2.150b)

= —7 — arcsin (x\/ 1—y24+yv1— x2> (r <0,y <0, 22 +7*>1).(2.150c)

arcsin x — arcsin y = arcsin (;U\/l — 2 —yV1 — x2> (xy > 0 vagy 22 +9° < 1), (2.151a)



= 1 — arcsin (x\/l—y2—y\/1—x2) (x>0y<0, 2 +y*>1), (2.151b)

— 7 — arcsin (x\/l “R g1 :c2) (2 <0,y>0, 22+y%>1).(2.151c)

. 2.8.6. arccosx ésarccosy Osszege és kiilonbsége

arccos T + arccosy = arccos (zy —V1—22/1- y2> (x+y>0),

:27T—arccos<xy—\/1—:UQ\/l—y2) (x+y<0).

arccos T — arccosy = — arccos (my +V1—22/1— y2> (x >vy),

:arccos<xy+\/1—x2\/1—y2> (x <vy).

2.8.7. arctgx ésarctgy Osszege és kiillonbsége

arctg x + arctg y = arctg 195 +Y

arctg x — arctgy =

T+
T + arctg 1

arctg
T + arctg

—7 + arctg

—7 + arctg 1$ +y

(xy =1).

1+ 2y

€xr —

1+ 2y

xr —

1+

(zy < 1),

(zy > 1),

(x>0ésay>1,

azaz

(r<0,y<0,zy>1),

(x>0,y<0, 2y < —1),

y>0észy>1)

(x<0,y>0, 2y <—1),

2.8.8. Specialis 0sszefiiggések az arcsin ¢, arccos ¢, arctg x

fuggvényekre

1
2 arcsin x = arcsin (Zx\/ 1-— x2> (|m| < E) ,

= 1 — arcsin (23:\/ 1— :1:2> (

= —7 — arcsin (291:\/ 1— x2>

2 arccos x = arccos(2z® — 1)

= 27 — arccos(2z* — 1)

2arctgx = arctg

2
11—z

2

(lz[ < 1),

0<z<1),

(—1<

(2.152a)
(2.152b)
(2.153a)

(2.153b)

(2.154a)
(2.154b)
(2.154¢)
(2.154d)
(2.155a)
(2.155b)
(2.155¢)

(2.155d)

(2.156)

(2.156b)

(2.156¢)

(2.157a)
(2.157b)

(2.158a)



2
= 7 + arctg 2 (x>1), (2.158b)
=~ + arctg - _xe (r < —1). (2.158¢)
cos(narccosz) =T, (z) (n>1), (2.159)

ahol n tortszam is lehet, és T,,(z)-et a

(v + Va2 =1)" + (z — V2T —1)"
2

képlet hatarozza meg. Ha n egész szam, akkor T,,(z) az x valtozonak valdjaban polinomja (CSEBISEV -
polinom). A CSEBISEV-polinomok tulajdonsagairdl lasd: 946. old.

T, (v) = (2.160)

2.9. Hiperbolikus fliggvények
2.9.1. A hiperbolikus fiiggvények definicidja

A szinusz hiperbolikusz, koszinusz hiperbolikusz és tangens hiperbolikusz definicidja a kovetkezs:

sha = % (szinusz hiperbolikusz) , (2.161)
e +e” , , ,
chz = — (koszinusz hiperbolikusz) (2.162)
the= S (4 hiperbolikusz) (2.163)
r=—— angens hiperbolikusz) . :
et e * g p

A geometriai definicio, amely a Geometria fejezetben taldlhato meg (lasd 133. old.), analog a trigono-
metrikus fiiggvényekével.

A kotangens hiperbolikusz, szekdns hiperbolikusz és koszekdns hiperbolikusz az el6z6 harom hiperbolikus
fliggvény reciprok értékeként van értelmezve:

1 eX +e*

cthz = P S (kotangens hiperbolikusz) , (2.164)

sechx = L_ 2 (szekdns hiperbolikusz) (2.165)
chzx e +e® ’

cosechz = L _ 2 (koszekdns hiperbolikusz) , (2.166)

shx e*—e =

A hiperbolikus fiiggvények menetét a 2.48.—2.52. abrak mutatjak.

2.9.2. A hiperbolikus fiiggvények grafikus elGallitasa

2.9.2.1. Szinusz hiperbolikusz

y = shz (lasd 2.161) paratlan, —oo és 00 kozott monoton névekedd fiiggvény (2.49. abra). A koordi-
natarendszer kezdSpontja egyszerre szimmetria-kozéppontja és inflexios pontja is a gorbének, a hozza

tartozo érintd iranyszoge ¢ = 1 Aszimptota nincs.

2.9.2.2. Koszinusz hiperbolikusz
= chx (lasd 2.162) paros fliggvény, amely —oco < x < 0-ban monoton csékken +o0o0-r6l 1-re, 0 < x <
+oo-ben pedig monoton noévekszik 1-r6l +oo-re (2.50. abra). A minimumpont A(0, 1); aszimptota

x
nincs. A gorbe szimmetrikus az y-tengelyre, ésazy = 1 + > parabola (az dbran a szaggatott gorbe)




2.48. 4bra. 2.49. abra. 2.50. abra.

A y
4l
3..
2..
______________ 1.._______________
-A_L__-_:-_’,__-_g__-_:l____Qli___Z___:%___fL_ X
Lo
13
l-4
2.51. abra. 2.52. abra.

folott marad (a masodrend felfele nyitott parabolak koziil ez érinti a gorbét a 0-ban a 2. derivaltig
bezarolag). A fiiggvény lancgorbét ir le (lasd 109. old.).

2.9.2.3. Tangens hiperbolikusz

y = thzx (lasd 2.163) paratlan fiiggvény, amely x-nek —oo-t6l +oo felé valo haladasakor monoton
novekszik (hatarértékben) —1-rél +1-ig (2.51. abra). A koordinatarendszer kezdépontja a gérbének

s
egyszerre szimmetria-kozéppontja és inflexioés pontja is, a hozzé tartozo érinté irdnyszoge ¢ = 1 Az
y = 1 egyenesek aszimptotak.

2.9.2.4. Kotangens hiperbolikusz

y = cthaz (lasd 2.164) paratlan fiiggvény, amelynek az x = 0 pont szakadasi helye (2.52. abra). A
—00 < x < 0-ban monoton csokken —1-r6l —oo-ig, a 0 < & < 4o00-ben pedig (hatarértékben) +oo-rél
+1-ig. Szélssérték és inflexios pont nincs. Az x = 0 és az y = 1 egyenesek aszimptoték.



2.9.3. Hiperbolikus fliggvényekre vonatkozo6 fontos képletek

A hiperbolikus fliggvényeket egyméssal 6sszekapcsolo definiciok és képletek analogiat mutatnak a tri-
gonometrikus fliggvényeknél megismertekkel. Igy nem meglepd, hogy a megfelels trigonometrikus kép-

letekbdl lehet ez utobbiakat levezetni a (2.194)—(2.201) sszefliggések segitségével.
2.9.3.1. Egyezd argumentum hiperbolikus fiiggvények

ch®r —sh®’z =1, (2.167) cth? z — cosech®z = 1,
sech’®z +th*xr = 1, (2.168) tho-cthe =1,
shx chz
—— =th 2.171 —— =cthz.
chx “ ( ) she

(2.169)
(2.170)

(2.172)

2.9.3.2. Hiperbolikus fiiggvény elGallitasa azonos argumentumu masikkal

Attekinthetdség céljabol a megfelels képleteket a 2.7. tablazatban foglaltuk 6ssze.

2.7. tablazat. Egyez6 argumentum hiperbolikus fliggvények kozotti osszefiiggések x > 0 esetén

Fiiggvény shz chz thz cthx
th 1
shx — ch?z —1 *
\/l—th2:17 \/cthza:—l
1 th
chzx sh?z +1 — aar
\/1—th2:c \/cthzx—l
shx ch?z —1 1
thx —
sh?z+1 chz cthzx
il sh®z + 1 chx 1 B
sha ch?r —1 tha

sh(—z) = —shz, (2.173) ch(—z) = chz,
th(—z) = —thzx, (2.174) cth(—x)

2.9.3.4. Hiperbolikus fiiggvények két argumentum 6sszegéhez
és kiilonbségéhez tartozo értékei (addicios tételek)

sh(x +y) =shzchy +chashy,
ch(z £y) =chaxchy £shxshy,

thz £ thy
thz +y) = 1+thxthy’
1+ cthaxcth
cth(z £y) = cthecthy (x # —y, ill.z #y).

cthx & cthy ’

(2.175)
(2.176)

(2.177)
(2.178)

(2.179)

(2.180)



2.9.3.5. Hiperbolikus fiiggvényeknek az eredeti argumentum kétszeresén
felvett értékei

2thz
sh2z = 2shzchz, (2.181) th2e = 14+ th?z’ (2.183)
_ 2 2 2
ch2z = sh"x +ch”z, (2.182) cthor — 1+ cth z (2.184)
2cthx
2.9.3.6. Moivre-képlet hiperbolikus fiiggvényekre
(chz £+ shx)" = chnx £+ shnz. (2.185)
2.9.3.7. Hiperbolikus fiiggvényeknek az eredeti argumentum felén felvett
értékei
x 1 T 1
sh§ =+ §(chx—1), (x #0) (2.186) Ch§: 5(0hx+1). (2.187)

(2.186)-ban a négyzetgyok elGjelét > 0 esetén pozitivnak, z < 0 esetén negativnak kell venni.
x chz—1 shz x shz chz+1
th - = = 2.188 th— = = .
2 shz chx +1’° ( ) YT e 1 shz

(2.188)-ban az els6 egyenléségben és (2.189)-ben mindkét tortkifejezésben = # 0.

(2.189)

2.9.3.8. Hiperbolikus fiiggvény két helyen felvett értékének 6sszege és
kiilonbsége sh-val és /vagy ch-val kifejezve

+
shx:i:shyzQsthychxq;y, (2.190)
r+y . r—yY
chx 4+ chy =2ch 5 ch 5 (2.191)
r+y . r—y
chx —chy = 2sh 5 sh 5 (2.192)
sh(z £ y)
thx £thy = ——. 2.193
o Y chxchy ( )
2.9.3.9. Q§sgefﬁggés a hiperbolikus és a trigonometrikus fiiggvények
kozott komplex z argumentum esetén
sinz = —ishiz, (2.194) shz = —isiniz, (2.198)
cos z = chiz, (2.195) chz = cosiz, (2.199)
tgz = —ithiz, (2.196) thz = —itgiz, (2.200)
ctgz = icthiz, (2.197) cthz = ictgiz. (2.201)

Minden képlet, amely a szinusz, koszinusz hiperbolikusz fiiggvények x vagy altalanosabban ax (de nem
ax + b) argumentumhoz tartozo értékeit egyméssal sszekapcesolja, levezethetd a szinusz, koszinusz tri-
gonometrikus fliggvények o argumentumhoz tartozo értékeit 6sszekapcsold megfelels képletekbdl tgy,
hogy sin « helyébe az ish z, cos a helyébe pedig a ch x kifejezést irjuk.

B A: cos’a+sin?a=1, ch?z +i*sh?z = 1 vagyis ch®z —sh?z = 1.

B B: sin2a =2sinacosa, ish2x = 2ishx chx vagyis sh2z = 2shazchzx.

Az eddig emlitetteken kiviil is minden algebrai, gyokmentes, trigonometrikus és hiperkolikus fiiggvénye-
ket tartalmazo azonossag a komplex fiiggvénytan egyértelmiiségi tétele kovetkeztében érvényes komp-
lex argumentumra is, ha a szerepl§ kifejezések értelmesek. Ehhez 1. még 14.5.2.4.-et.



