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BEVEZETO

Vajon meg tudjuk-e hatdrozni altaldanosan, hogy mi az egyszeri, ami
egyszeri, az mitdl egyszer(i, és miben nyilvanul meg az egyszer(iség? Meg
tudunk-e vélaszolni ugyanilyen kérdéseket a bonyolultra vonatkozdan?
Mi a bonyolult, vagy a szinonimdjat hasznalva mi a komplex? Ami komp-
lex, az mitdl az, és miben nyilvanul meg a komplexitas? Természetesen
adhatunk bizonyos valaszokat pusztdn a jozan észre tamaszkodva. Es
ezek tobbé-kevésbé helytalldak is lesznek. A valaszok nagy valoszinliség-
gel mindig csak valamilyen specialis esetre vonatkoznak. Altaldnosan ér-
vényes valaszt ma még nem tudunk adni. Ttlsagosan bonyolult az egysze-
riiség/bonyolultsag problémaja. Célunk e munkaban csak az, hogy a két
fogalom meglepd kapcsolatat boncolgassuk, néhany érdekes és kiilonos
aspektusra vilagitsunk ra, és sok tanulsagos példat mutassunk.

Vajon csak emberi vonatkozasban létezik egyszer(i és bonyolult, vagy
toliink emberektdl fiiggetleniil a dolgoknak és jelenségeknek is léteznek
ezek a tulajdonsagai? Az egyszer(i csak attdl egyszeri, hogy konnyen
megértjik, atlatjuk, kezeljiikk, ami elkészitendd, azt konnyen tudjuk el-
késziteni, legyartani stb.? Ha probléma, akkor konnyen megoldjuk? Ha
pedig bonyolult, akkor csak azért bonyolult, mert mi, emberek nehezen
értjiik meg, nehezen taldljuk ki a miikodését, nehezen boldogulunk vele,
nehezen alkotjuk meg, vagy nehezen oldjuk meg? Ha ezek ilyen szub-
jektiv fogalmak, akkor embere valogatja, kinek mi az egyszer(i és mi a
bonyolult. Ebben feltétlen van igazsag.

Kérdésiink: létezik-e olyan objektiv meghatarozds, amely mar nem
fiigg az emberi képességektdl? Sot 1étezik-e az egyszer(i-bonyolult skala-
janak valamilyen meghatdrozhaté mértéke?

Az emberiséget tobb ezer éve izgatja a bonyolultsag. A komplex rend-
szerek tudomanyos igény(i tanulmanyozasa viszonylag 1j és kiilonb6z4
tudomanytertiletekrdl indult el. Példdul a matematikdban az egyik leg-
nagyobb lokést a nemlinedris dinamikai rendszerekben felfedezett kdosz
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adta. Ugyancsak hatalmas l10kést adott a gazdasagot és a mindennapi
lyi, banki és egyéb adatoknak feltorhetetleniil bonyolultnak kell lennitik.
A komputerek és a numerikus modszerek gyors fejlddése soran egy-
re-masra olyan problémakkal szembesiiltek a szakemberek, amelyek ne-
hezen megoldhatonak vagy szinte megoldhatatlannak bizonyultak. Az
elméleti szamitégép-tudomanyon és a matematikdn beliil ez a tény ve-
zetett el egy Uj tudomanyteriilet, a szamitasi komplexitas (computational
complexity theory) kialakulasahoz [B.1.].

Nagyon is aktudlis ez a problémakor. A komplexitas kérdése ma mar
fontos szerepet kap szinte minden tudomanyteriileten. Minden diszcipli-
nanak megvan a maga elgondoldsa a komplexitasrol.

1984-ben alapitottak a Santa Fe Intézetet (Santa Fe Institution, USA,
New Mexico, Santa Fe) [B.2.]. Ez volt a vildgon az els6 olyan intézet,
amelynek célja a komplex rendszerek tanulmanyozasa. Ennek a fligget-
len, nonprofit kutato- és oktatokozpontnak a kutatdi igyekeznek feltarni,
és egységben megérteni a fizikai, biologiai, tarsadalmi, kulturalis, techno-
logiai €s lehetdség szerint az asztrobioldgiai vilagban fellelheté komplex
jelenségeket, mintazatokat. Mindezt az emberiség joléte érdekében.

A gazdasagi és tarsadalmi élet legkiilonbozobb tertiletein gyakran fel-
bukkan valamely rendszer bonyolultsaganak kérdése. Az adott rendszer
kezelhetdsége, menedzselhetdsége igényli, hogy vilagos legyen szamunk-
ra az, hogy mitdl bonyolult. [B.3.]-ban a szerzdk az egészségiigyi ellato-
rendszerek komplexitdsat veszik gorcsd ald. Munkdjuknak mar a beveze-
t6jében rovid és velds attekintést adnak a komplexitas mibenlétérdl.

A Komplex Halozatok Kutatasi Kozpontjat (The Center for Complex
Network Research — CCNR, Barabasi Lab) Bostonban a magyar szdrma-
zasu BArABAsT ALBERT-LAszLO (1967-) amerikai fizikus vezeti [B.4.], [B.5.].
Weblapjuk egy sor fantasztikusan érdekes, témaba vago publikaciot is
bemutat. A természetnek és a tarsadalomnak szinte nincs olyan tertilete,
amelyben ne meriilne fel a komplex hal6zatok problémédja.

A kiilonleges és bonyolult jelenségek megértésében és felfogasaban je-
lentds szerepet jatszik a vizualizalas. 2020-ban és 2021-ben a budapesti
Ludwig Muzeum és a karsruhei ZKM (Zentrum fiir Kunst und Medien)
adott otthont annak a kiallitdsnak, amelyben a Barabasi Lab a komplex
halozatokban fellelhetd mintdzatok miivészi megjelenitési lehetéségeit
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mutatta be [B.6.], [B.7.]. Ennek kapcsdn egy-egy album jelent meg angol
és magyar [B.8.] nyelven egészen kiilonleges képekkel.

A komplex rendszerek egy része statikus abban az értelemben, hogy
valtozatlan a strukturaja. Ezzel szemben az él6vilagra a valtozas, az evo-
ltcid a jellemzd. Az evolucid a klasszikus darwini narrativdjaban harom
mozzanaton alapul. 1. Az adott faj populacidja utodokat képes létrehoz-
ni, amelyek 6roklik a faj jellemzdit. 2. Az utédokban véletlen mutaciok
jelennek meg. Az adott kornyezetben e véletlen mutacidk életképessége,
fittsége kiilonbozd. 3. A nagyobb fittséggel rendelkezd utdd szelektivitasi
elénnyel rendelkezik, amennyiben magasabb a reprodukcios képessége.
Ezek az egyedek nagyobb szdmmal hoznak létre utédokat, és orokitik
at sajat tulajdonsagaikat a kovetkezd generacioba, mint a kevésbé fittek.
Igy az id6 folyaman automatikusan az optimalis valtozatok szelektaldd-
nak. A faj egyre jobban alkalmazkodik az adott kornyezethez (adaptacio).
Az evoluci6 a foldi életben semmivel 6ssze nem hasonlithat6 sokszintisé-
get és komplexitast hozott létre. Az evolucid elve, az adaptaciéo nem kor-
latozodik a bioldgiara. Hasonld fejlédés figyelhetd meg a gazdasagban, az
ipar torténelmi alakuldsaban, a komputertudomanyban stb. S6t érvénye-
siil az evolucié az emberiség torténelmében is. A [B.9.] irodalom remek
osszefoglaldsat nyujtja a komplex adaptiv rendszereknek.

A komplex rendszerek megismerésének rendkiviili fontossagat a 2021.
évi fizikai Nobel-dij odaitélése is jol jellemzi: a dijat SyUKURO MANABE
(1931-) amerikai meteorologus, KLaus HasseLMaNN (1931-) német fizikus
és G1orGo Parisi (1948-) olasz fizikus kapta a komplex fizikai rendszerek
megértésében elért uttord eredményeikért [B.10.].

Brian Casterrani, a Durham Egyetem (UK) professzora 2018-ban el-
készitette a komplexitasi tudomanyok ,térképét”, lasd a B.1 szines abrat
(https://en.wikipedia.org/wiki/Complex_system, CC BY_SA 4.0, szerzd:
Brian Castellani). Csak néhany cimszd a felsorolt szamos tudomanytertii-
letbdl: dinamikai rendszerek elmélete, kaoszelmélet, rendszertudomany,
komplex élérendszerek, dkologiai rendszerelmélet, egészségiigyi ellatas,
kibernetika, mesterséges intelligencia. BRiaN CasTELLANT €s LAssE GERRITS
(Erasmus University Rotterdam) kozosen elkészitette e ,térkép” tijabb
valtozatat [B.11.].

Nem is gondolnank, hogy e teljesnek t(ind abranak a hatalmas gyj-
teményén tulmenden is alkalmazzdk a komplex rendszerek elméletét.
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Néhany példa: kiilonboz6 mtivészeti agak [B.12.], [B.13.], [B.14.], [B.15.],
[B.20.], nyelvészet [B.16.], [B.17.], [B.18.], [B.19.], [B.21.].

Mindezeket dtgondolva nem kételkedhetiink a komplexitas kutatasa-
nak jelentdségében. De szemben a komplexitassal mit lehet vizsgalni az
egyszeriiségen, hiszen az lényegénél fogva egyszerii, ezaltal probléma-
mentes. A kézenfekv$ valasz, hogy a dolgok megértéséhez hozzatarto-
zik ellentétiik jo ismerete. A bonyolult ellentéte az egyszer(i. Van azon-
ban még egy indok, hogy az egyszertivel is foglalkozzunk. Megmutatjuk
majd, hogy a dolgok, jelenségek e kétféle kategorizalasa néha kéz a kézben
jar. Van, hogy azt is nehéz eldonteni, hogy bizonyos esetben egyszertivel,
vagy bonyolulttal allunk-e szembe. Vagy esetleg az adott vonatkozastdl
tiigg, hogy ugyanaz a valami egyszer(i vagy bonyolult.

Latni fogjuk, hogy amint haladunk az egyszertitdl az egyre bonyolul-
tabb felé, tgy egyre inkabb a kovetkezdt tapasztaljuk. Ami egyszert, an-
nak a jovobeli viselkedése, allapota konnyen és pontosan kiszamithato,
determinalt. Minél bonyolultabb valami, annal nehezebb a jovobeli visel-
kedés vagy allapot el6rejelzése. S6t a bonyolultnal ez a nehézség annyi-
ra fokozddhat, hogy mar lehetetlenné valik az eldrejelzés. Ez a jovokép
véletlenszer(i, kaotikus vagy teljes mértékben véletlen. [B.22.]-ben a ki-
szamithatdsag, véletlen és kdosz kiilonbozdségével és meglepd kapcsola-
taval foglalkoztunk. Erdekes dtmeneteket talaltunk. Lehetséges, hogy az
egyszerli és bonyolult tanulmanyozdsa megkonnyiti a kiszdmithatdsag,
véletlen és kdosz mélyebb kapcsolatanak megértését is? Ebben a vonatko-
zasban ez a konyv a [B.22.] folytatasanak is tekinthetd.

Ha a komplexitassal foglalkozé tudomanyokat tengernek tekint-
jik, akkor ebben a konyvben csak cseppeket taladlunk ebbdl a tengerbdl.
Reméljiik, hogy ha e cseppekben nincs is benne az egész tenger, azért visz-
szatiikroznek valamit a tengerbdl.

E konyvben a = és € jelek kozé azok a matematikai levezetések, ma-
gyarazatok keriiltek, amelyeket a matematika irant kevésbé érdekl6dé ol-
vaso nyugodtan atugorhat.
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17, A KOMPLEXITASELMELET TORTENETE
NAGYON IS DIOHEJBAN

Komplex vagy komplikalt?

Nagyon fontos, hogy a szavak mogott rejt6zo tartalom vilagos legyen.
Ezért sokszor érdemes a sz6 eredetét megvizsgalni. A komplex és a komp-
likdlt egyarant a latinbol szarmazik. Eredetiikbdl [1.1.], [1.2.] nem kapunk
egyértelmi eligazitast mai haszndalatukra.

A komplex a com- (= vele, egytitt) elétag és a plectere (= sz6ni, fonni, 0sz-
szefonni, befonni, koriilfonni, 0sszesodorni) fénévi igenévbdl szarmazik.
A plectere f6névi igenévben megtalaljuk a plek (= sodor, befon, 6sszefon)
szogyokeret. A komplex sz6 mellett a plek szégyOkér tovabbi szarmazék-
jai a komplett, kompliment, implikdcio, manipulécid, poligon stb.

A komplikalt szoban ugyancsak megtalaljuk a com- el6tagot. Ehhez ja-
rul a plere, illetve pele (= tolt, tom, megtom, betdlt) szogyokér. E szogyokér
tovabbi szarmazékjai a komplikalt mellett: komplett, kompliment, imple-
mentacid, manipulacid stb.

A magyar nyelv értelmezd szotira [1.3.] szerint a komplex melléknév 6
jelentése: altaldban tobb kiillonnem tényez6bdl bonyolultan 6sszetevddo.
Az Idegen szavak és kifejezések szétdrdban [1.4.] a {6 jelentés: bonyolultan
Osszetett. E forrasok szerint a komplikalt jelentése bonyolult, nehezen at-
tekinthetd, illetve bonyolult, szovevényes, nehezen attekinthetd. Tehat e
két sz6 tobbé-kevésbé szinonima. A kiilonbség: a komplexben benne van
az Osszetettség.

A tudomanyos szakirodalom szohasznalata nem teljesen egyértelm.
Legtobbszor élesen megkiilonbozetik a komplexet a komplikalttdl. Bar
mindkettében benne van a bonyolultsag, mégis jelentds tartalmi kiilonb-
ség van hasznalatukban: a komplex mindségileg lényegesen magasabb
fokt bonyolultsagra utal, mint a komplikalt. Ha bonyolult rendszerrdl
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beszélnek, akkor mindig a komplex rendszer kifejezést hasznaljak. Ezt a
megkiilonboztetett értelmezést fogjuk a tovabbiakban kovetni.

A vilagban fellelhetd bonyolultsag minden idokben érdekelte a gon-
dolkodo embereket. A tudomanyos megkozelités azonban meglehetésen
késén kezdddott mas tudomanyokhoz, példdul a matematikahoz, fizika-
hoz vagy kémiéhoz képest. Erdemes néhany jelentds eseményt kiragadni
a torténelembdl.

Occam borotvaja

WiLLiam or Occam (~1287-1347) angol ferences szerzetes, teologus és
filozofus nevéhez kotik azt a filozofiai gondolatot, amelyet Occam borot-
vdja névvel illetnek. E szerint, ha valami jelenség magyarazatat keresstik,
akkor ki kell gyomlalni, borotvaval ki kell vagni ebbdl a magyarazatbdl
a felesleges részleteket. Minél egyszertibben tudunk valamit megmagya-
razni, anndl kozelebb keriiliink az igazsaghoz. Vagy ha van két elméle-
tiink ugyanarra a jelenségre, akkor valasszuk az egyszertibbet, a tomoreb-
bet. Ezt az elvet latinul lex parsimoniae-nak is nevezik. Ez a kifejezés sz6
szerint a gazdasag torvénye, de itt helyesebb forditas: a tomorség vagy
egyszerliség torvénye.

Az, hogy egy-egy névhez kotiink valamilyen jelentés gondolatot, sok-
szor megtorténik. Mégis ritkan van az, hogy az a jelentds gondolat csak
az emlitett személy fejébdl pattant ki. gy van ez az Occam borotvéjaval
is. Tobbek kozott mar masfélezer évvel azel6tt AriszroTELESZNnél (i. e. 384—
322), anagy gorog filozofusnal és matematikusnal is taldlkozunk hasonlo
eszmével.

Az Occam borotvdja elv ma is helytalld. Vegytik azt a példat, amikor a
val¢ vildg valamilyen torvényét akarjuk matematikai formaba onteni. Ma
mar ez altalanos torekvés szinte minden tudomanyteriileten. Tehat egy
matematikai modellt alkotunk, amely jol leirja az adott torvénnyel lezajlo
folyamatokat. A matematikai modell paramétereket, szabadon megvalaszt-
hat6 konstansokat tartalmaz, amelyek értékét uigy kell megadni, hogy a
matematikai modell jol szimuldlja a valosagot. [Az 6gorog mapa- (para-)
jelentése mellett, tal, a pétoov (metron) szoé pedig mérték.] A matematika
felettébb ,rugalmas”. Ez azt jelenti, hogy minél tobb paraméteriink van,
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annal konnyebb elérni az egyezést. Igen am, de az egyezés onmagaban
még nem jelenti, hogy megtalaltuk a keresett torvényt. Anndl nagyobb
a valoszintisége, hogy megtaldltuk, minél kevesebb paraméterrel sikeriil
a helytallo szimulacié. Minél egyszeribb matematikai modellel érjiik el
a korrekt eredményt, annal biztosabbak lehetiink a modell helyességében.

Egy nagyon egyszeri konkrét példan mutatjuk meg, mit jelent a sok,
illetve kevés paraméter. Isaac Newton (1643-1727) angol fizikus és ma-
tematikus masodik torvénye szerint a szabadon esd test altal megtett Gt
az eltelt id6 négyzetével aranyos. Barki elvégezhet egy kisérletet, amely-
nek sordn a magasbdl leejt egy targyat. Hogy jo kozelitéssel kikiiszobol-
je a légellenallast, célszer(i példaul egy tomor fémgolydval probalkozni.
Ugyelni kell arra is, hogy esés kdzben a golyé semmilyen akadalyba ne
1itk6zzon. GariLeo GaLILEr (1564-1642), a hires italiai tudods, aki még
nem ismerhette a newtoni torvényeket, allitélag éppen ezért valasztotta
a pisai ferde tornyot (Torre pendente di Pisa) szabadeséses kisérletéhez.
Gondolatban végezziink egy kisérletet szabadon esé testtel a koriilbe-
liil 55 m magas torony tetejérdl! Kiilonboz6é magassagokban, mondjuk,
7 megfigyeld stopperolna az idét. A golyd durvan 3,3 sec id6 mulva érne
foldet. A kapott id6-ut szdmparokat egy grafikonban abrazoljuk. Nehéz a
pontos mérés. Harom lehetséges eredményt az 1.1 szines abran (A fotd:
https://en.wikipedia.org/wiki/Pisa, CC BY-SA 3.0, szerz6: Arne Miiseler)
mutatunk. Magyarazzuk meg e harom diagramot!

A kis kék pottyok a mért értékeket mutatjak: az ido fiiggvényében a
megtett utat. A mérési pontoknak mindig ugyanazon a paraboldn kelle-
ne fekiidniiik, akarhanyszor is végezziik el a kisérletet. Azonban az elke-
riilhetetlen mérési hibak miatt a pontok meglehetésen szérddnak. Van,
ahol 20%-ot is elér a hiba. Haromféle vonalat prébaltunk a lehetd leg-
tokéletesebben illeszteni a 8 pontra (7 pont és az indulasi 0 idépont és
0 hely). Adott gorbe legjobb illesztésére egyértelmti matematikai maéd-
szer van. Az egyik vonal egyenes (kék pontozott), amelyben 2 szabad
paraméter van. A masik parabola (fekete folytonos), amelyben 3 a sza-
bad paraméterek szama. Végiil egy hatodfokd polinom (piros pontozott)
7 szabad paraméterrel. Az egyenes mindharom esetben rosszul illesz-
kedik. Kizarhatjuk, hogy a szabadon es¢ test az idével aranyos utat tesz
meg. A parabola lényegesen rosszabbul illeszkedik, mint a hatodfoku po-
linom. Mégis hatdrozottan a parabola mellett dontenénk, ha mi lennénk
GavLiLer. Miért? Nem csodéalkozunk, hogy a hatodfokti polinom minden
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1.1, szines dabra

esetben tokéletesen illeszkedik a pontokra, mert ha 8 pontra illesztiink 7
paraméterrel, akkor szinte biztos a remek illeszkedés. Ugyanakkor mind-
harom kisérletnél egészen mas jellegti az illesztett hatodfokt gorbe. Ebbdl
vilagos, hogy csak a paraméterek nagy szama okozza a jo illeszkedést, és
nem az, hogy rajottiink az esés torvényszertiségére.

Ezzel szemben a parabola, bar kevésbé jol illeszkedik, két oriasi elény-
nyel rendelkezik: 7 helyett csak 3 paramétert alkalmaztunk, és a gorbe
jellege mindharom esetben ugyanolyan. Valoban itt a parabola jelenti a
valddi fizikai torvényszertiséget.

Tehat Occam borotvdja itt is helytalld elv. Szabadon atfogalmazva:
A vilag éppen eléggé bonyolult. Az elmélet és a magyarazat ne legyen
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bonyolult. Tomdér, vildgos, cafrangoktdl mentes tedridkra, értelmezésekre
van sziikség. Igyekezziink a legbonyolultabb jelenségnek is a lehetd leg-
egyszerlibb magyarazatat megtalalni!

Nagyon bonyolult az égitestek mozgasa. Ha csak a Naprendszert te-
kintjiik az 6sszes bolygdval, holddal, torpebolygoval, aszteroidaval, mete-
orittal és az ember alkotta mesterséges , égitestekkel”, a keringés, mozgas
elképzelhetetleniil osszetett kavalkadjat észlelhetjiik. Es ennek az egész
rendszernek a viselkedését lényegében harom, elképesztéen egyszer(i
torvény szabalyozza. NEwton harom alaptorvénye koziil a masodik és a
harmadik, valamint a tomegvonzas torvénye. (Mivel a Naprendszerben
nincs magara hagyott test, igy NEwTON elsé torvénye nem jatszik szere-
pet.) E harom torvényt két egyenletben fejezhetjiik ki. Ha az m tomegt
testre F erd hat, akkor ez az erd

a=—
m

gyorsulasra kényszeriti a testet. Egy m, és egy m, tomegl test tomegeik

szorzataval aranyos és a koztiik 1évo r tavolsag négyzetével forditva ara-

nyos erével vonzza egymast. Az eré pontosan az Sket 6sszekotd egyenes

mentén hat, és amennyivel az els6 test vonzza a masodikat, éppen ugyan-

olyan erével vonzza a masodik az elsét. Ez az F vonz¢ er6:

Gmm
F= 1M>

T2

Ebben az utdbbi egyenletben G természeti allando.

Talan nem is létezik még egy olyan elmélet, amelyik egyszer(iségével,
tomorségével szinte mar esztétikai élményt nyujt, és amely ennyire alta-
lanos érvénnyel igaz és alkalmazhatd. Ez az Occam borotvaja elv talan
legszebb megvalositasa.
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Az univerzum mint 6rami (clockwork universe)

Mi lehet egy bonyolult rendszer egyszerli magyarazata? Egy me-
chanikus ora szerkezete meglehetésen bonyolult. Kiilondsen az volt
NewTtonN idejében. NEwToN ezt az draszerkezetet alkalmazta metafora-
ként. El6szor az dra alkatrészeit kell vizsgdlni, majd ezutan ezek egytit-
tesét, magat a mikodo szerkezetet. Ilyen modon érthetjiik meg a vilagot.
Ezt a szemléletet fejezi ki a clockwork universe (6ramtként mikodoé uni-
verzum) metafora. Ez a gondolkoddsmdd mint redukcionizmus vonult be
anyugati filozéfidba. (A sz a latin re = vissza és ducere = vezetni Osszeté-
telébdl szarmazik.) A klasszikus fizikdban ez a megkozelités évszazado-
kig fantasztikusan termékenynek bizonyult. A redukcionizmus segitett
megtalalni az egyszer(i magyarazatokat.

Occamhoz hasonldéan NewtoN is intett, hogy ,Truth is ever to be
found in the simplicity, and not in the multiplicity and confusion of
things”. (Az igazsagot mindig az egyszertiségben talalhatjuk meg és
nem a dolgok sokasagaban és 0sszezavarasaban [1.5.].) Kevés olyan to-
mor és mélységesen igaz matematikai modell létezik, mint a matemati-
kai formaban megfogalmazott négy newtoni torvény.

A redukcionizmussal szorosan Osszefiigg a determinizmus és a kiszd-
mithatésdg. (A latin determinare jelentése: meghatdrozni.) A determiniz-
mus szerint az eseményeket teljes mértékben meghatarozzak az el6z-
mények, az eseményeket megel6z6 okok. Ha ezeket az el6zményeket
és okokat ismerjiik, akkor kiszdmithatd az esemény tovabbi lefolyasa,
a jovdgje. A clockwork universe-ben, a determinalt vildgban nincs helye
a véletlennek.

Aredukcionizmus mindaddig hatékony maradt, amig fel nem fedeztek
lényegesen bonyolultabb rendszereket a klasszikus fizika hatarain kiviil.
Kidertilt, hogy egyrésztamakrovilaggal szemben a mikrovilagban (kvan-
tummechanika) nem érvényesek a klasszikus fizika determinista elvei.
Masrészt léteznek olyan rendszerek, amelyek viselkedése, tulajdonsagai
nem érthet6k meg az alkoto elemek megismerésével. Az egész olyasmit
produkal, ami nincs benne a kolcsonhat6 részekben. Hiaba ismerjiik meg
barmely él6lény Osszes szervét, ez nem elég ahhoz, hogy megértsiik,
milyen maga az €l6lény. Itt a redukcionizmussal szemben a holizmus a
helyes néz&pont. (A holizmus sz06 eredete a gorog 6Aoc holosz = egész.)
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A részek tanulmdnyozdsa mellett az egészet is tanulméanyozni kell.
A redukcionizmus és a holizmus egyiitt alkalmazando.

ALex BeEnjaMIN Novikorr (1913-1987) orosz zsidoként sziiletett, és
csaladjaval az Amerikai Egyesiilt Allamokba emigréalt amerikai biolégus
1945-ben irta munkajaban [1.6.], hogy az anyag fejlddése a szervezddés
kiilonb6zd szintjeinek sorozatan halad végig: fizikai, kémiai, biologi-
ai és tarsadalmi szintek. E folytonos fejlédése soran a komplexitas uj
szintjei szuperpondldédnak az egyes részegységekre azaltal, hogy e ré-
szegységek szervezddése és integracidja utjan egy 0j rendszer jon létre.
(A szuperpozicid, szuperponal latin eredetti kifejezés. Latinul super = £6-
16tte, rd; az ugyancsak latin positio = hely, helyzet. Integracio, integral
szintén latin eredet(i. A latin integer = egész, teljes.) Ami egy kiilonallo
egész volt egy szinten, az réssz¢ valik a magasabb szinten. A szervezd-
dés minden szintje egyedi strukturalis sajatsagokkal és viselkedéssel bir,
amelyek ugyan fliggenek az alkotd elemek sajatsagaitol, de csak akkor
érvényesiilnek, ha ezek az elemek egy 1j rendszerré kombinalédnak.

Ezek az 4j gondolatok a vildg lényegesen mélyebb megértéséhez
vezettek, mint ahogyan az a klasszikus fizika keretein beliil lehetséges
volt. Ugyanakkor dobbenetes, hogy nem csupan a komplex rendsze-
rekre igaz, hogy az egész tobb, mint a részek 0sszessége, hanem még a
newtoni metafora alapjaul szolgal6 oraszerkezetekre is. Hiszen a rugok,
lendkerekek, fogaskerekek, csapagyak stb. (részek) sokasagat az emberi
lelemény olyan szerkezetté (egésszé) épitette Ossze, amelynek viselke-
dése soha nem lenne megérthetd, ha nem ismernénk az dsszeszerelésnél
alkalmazott elveket, ha csupan a halomba rakott alkatrészek kiilonallo
sokasagat ismernénk. Igaz azonban, hogy a bonyolultsag fokat tekintve
az Oraszerkezetnél az alkatrészek halmaza és a mikodo egész oraszer-
kezet kozott nincs akkora mindségi kiilonbség, mint az olyan komplex
rendszereknél, mint egy él6 organizmus. Az oraszerkezet komplikalt,
de nem komplex, mint az él6 organizmus. Az atmenet a komplikalt és
komplex kozott azonban egyaltalan nem éles. A komplikaltnak is kiilon-
b6z6 fokozatai vannak.

A komplikaltsag skaldjanak (ha van ilyen) elejére talan jo példa az ij
és a nyilvesszd. Ij és nyilvesszé ember alkotta szerszam, nem létezik a
természetben. Az 1.2 szines abra (https://en.wiki.org/wiki/Bow_and_ar-
row, CC BY-SA 2.0, szerz6 Rod Waddington) egy karo (Kelet-Afrikaban
€16 nép) fitt mutat fjaval és nyildval. Az ij és nyil az éskorban jelent meg
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1.2. szines abra

1.3. szines abra
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mint a vadédszat leghatékonyabb eszkoze. Egy gyermek is képes egy haj-
lékony, de erds vesszébdl és egy erds, nem nyuld zsinegbdl, valamint
egy erdsebb és kevésbé hajlékony vessz8bdl egyszert 16v6 szerszamot
késziteni. Ha kiilon tekintjiik a két vesszot és kiilon a zsineget, akkor e
harom alkatrészben nincs benne semmilyen formaban a beldliik készit-
hetd 16v6 eszkoz viselkedése. Ha soha nem hallottunk volna az {jrdl,
fogalmunk sem lenne, mire képes ez a harom részt tigyesen kombinalva
kialakitott szerkezet.

A komplikaltsag skalajanak a komplexitas felé es6 részébe sok mo-
dern, bonyolult gépi szerkezetet lehetne sorolni. De inkdbb maradjunk
a mechanikai oraszerkezeteknél, és nézziink egy nagyon érdekes tor-
ténelmi példat! A szépséges Franeker (friziil: Frjentsjer) Hollandiaban
a tizenegy friz varos egyike. Erdekes magyar vonatkozésa is van: 1623
és 1793 kozott 1200 magyar didk tanult a franekeri egyetemen. A varos
nevezetessége a Koninklijk Eise Eisinga Planetarium [1.7.]. Ez a planeta-
rium szerepel a top 100 holland 6rokség és az UNESCO holland miiem-
lékek listajan [1.8.]. 2011-ben lett az UNESCO vilagorokségi listajanak
jeloltje. A planetariumot Eise Eisinca (1744-1828) friz gyapjugereben-
ez0 és autodidakta matematikus-csillagasz épitette. Ez egy onmiiko-
d6 mechanikus ingadra-szerkezet, amely nagy pontossaggal modelle-
zi a Naprendszer bolygoinak mozgasait. A 1épték 1 mm : 1 millié km.
Ez a vilagon a legrégebbi maig mkodd planetarium. A szerkezet egy
részlete az 1.3 szines dbran lathatd (https://en.wikipedia.org/wiki/Eise_
Eisinga_Planetarium, CC BY-SA 3.0, rijksmonument No 15668, szerzo:
Vera de Kok).

A Naprendszer bolygdinak mozgasa felettébb bonyolult. Az alkoto-

elemek halmazabol nyilvanvaloan lehetetlen lenne megérteni az dssze-
épitett egész miikodését.

Shannon-entropia

A komplexitas megértésében fontos szerepet jatszik a jelsorozatokban
tarolt informacidtartalom meghatarozasa. Az informdciotarolds és -tovab-
bitas oriasi mértékben fejlédott a 20. szazadban. CLaupe ELwoop SHANNON
(1916-2001) amerikai mérnok-matematikust tekintik az informacioelmélet
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megalapitdjanak. Alapveté az 1948-ban irt munkdja [1.9.]. Az informa-
cidelméletben kulcsszerepet jatszik az entrdpia. Nagyon sokféle tudo-
ményteriilet alkalmazza ezt a fogalmat. Altaldban a rendezetlenség, vé-
letlen vagy bizonytalansag mértékére vonatkozik.

Erdekes a sz6 eredete. 1865-ben Ruporr Jurius Emanuer CrLausius
(1822-1888) német fizikus és matematikus, a termodinamika egyik mega-
lapitdja alkotta meg mint az energia sz tarsszavat, mivel hasonlé fontos-
sagot tulajdonitott e fogalomnak. Az energia szoban az en- gorog eldtagot
(-ban, -ben) és az ugyancsak gordg ergont (¢oyov = munka) fedezhetjiik
fel. Clausius az ergont a tropéval (toomm = atalakitds) helyettesitette, igy
kapta az entropia szot.

Mi az entrépia az informacidelméletben? Tekintsiink egy karakter-
halmazt (példaul a tizes szdmrendszer tiz szamjegyét, vagy a latin abécé
bettiit), nevezziik ezt a kivalasztott jelhalmazt altaldnosan abécének, és
a karaktereket bet(iknek! Ezekbdl alkossunk egy jelsorozatot vagy mas
néven szoveget! Legyen p(x) az x betli (x ennek az abécének barmelyik
tagja lehet) relativ gyakorisaga! A bet relativ gyakorisaga az adott szo-
vegben val6 el6forduldsanak szama osztva a szoveg hosszaval. Nézziink
egy példat! Az abécé tagjai a tiz decimalis szamjegy (0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7,
8 és 9) és a jelsor: 21387655670113487671. Ez Osszesen 20 betli. A 0 egy-
szer fordul itt eld, tehat a 0 relativ gyakorisaga 1/20 = 0,05. Masképpen
p(0) = 0,05. Hasonloképpen az Osszes betti relativ gyakorisaga:

p(0) = 0,05
p(1)=0,2
p(2) =0,05
p(3)=0,1
p(4) =0,05
p()=0,1
p(6)=0,15
p(7)=0,2
p(8)=0,1
p9) =0

A relativ gyakorisagok Osszege mindig 1. Ellendrizhetjiik, hogy ez
ebben a példdban is teljesiil-e. Az informacidelméleti definicio ugy szodl,
hogy minden egyes valoszintiséget meg kell szorozni annak logaritmusa-
val, és negativ eldjellel venni. (Valasztunk egy logaritmusalapot, és min-
dig ugyanazt hasznaljuk. Vegyiik a 10 alapt logaritmust!) Ezutan az igy
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kapott szorzatokat osszeadjuk. (A 0 logaritmusa minusz végtelen, de ek-
kor 0 x log(0)-t 0-nak vessziik.) Vagyis ebben az esetben a fenti jelsorozat
H-val jelolt entropidja:

9
). Pl

i

Az egyes tagok kiszamitasa:

—p(0)Ig(p(0)) = 0,065055149980
—p(1)lg(p(1)) = 0,1397940009
-p(2)Ig(p(2)) = 0,065055149980
-p(B3)lg(p(3)) =01
—p(4)lg(p(4)) = 0,065055149980
-pO)g((p(5)) =01
—p(6)lg(p(6)) = 0,1235863111
—-p(D)g(p(7)) = 0,1397940009
-p(®)lg(p(8)) =0,1
—plg(p(9)) =0

Ezeket 0sszeadva az eredmény H = 0,8983288122.

Most egy olyan, ugyancsak 20 bet(ibdl all6 jelsorozatot vesziink ugyan-
ebbdl az abécébdl, amelyben minden beti kétszer fordul eld. Vagyis min-
den betti relativ gyakorisaga 0,1. Akkor —0,1 x 1g(0,1) = 0,1; és ez 10-szer
fordul el6. Az 6sszeg éppen 1, tehat H=1.

Vegyiink egy még egyszer(ibb példat! A jelsorozat htisz darab 2-t tar-
talmaz. Tehat p(2) = 1. Minden mas bet(i relativ gyakorisdga 0. Mivel
-1 x1g(1) =0 és -0 x 1g(0) = 0, igy tiz nullat kell 6sszeadni, az eredmény 0.

Hogyan kell ezeket és az ehhez hasonld eredményeket értékelni?
Az entropia mindig akkor a legnagyobb, ha az adott jelsorozatban a bet{ik
relativ gyakorisaga megegyezik. Amennyiben nagy a jelsorozat hossza a
betlik szamahoz képest, akkor ez a szituacid bekovetkezik abban az eset-
ben, ha a betlik eloszlasa véletlen vagy véletlenszert.
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Az entropia annal kisebb, minél egyenlStlenebb az eloszlas. Az egyen-
16tlen eloszlas azt jelenti, hogy vannak kitlintetett bett(ik, amelyek gyako-
ribbak a tobbieknél. Az egyenldtlenség mogott mindig valamilyen szaba-
lyossag van, szemben a véletlennel.

A legegyenldtlenebb eloszlas az, amelyiknél csak egyetlen beti(i szere-
pel a jelsorozatban. Ez a legnagyobb mértékii szabalyossag.

Minél nagyobb a szabalyossag, annal kisebb a jelsorozat informacio-
tartalma. Ez rendkiviil elvontnak tlinik. Pedig, ha belegondolunk, ezt mi
nagyon jol tudjuk minden matematika nélkiil is, csak éppen nem latjuk a
kapcsolatot az egyszer(i hétkoznapi tapasztalat és az elvont, nehéz mate-
matika kozott. Hat nézziik meg, mi ez a kapcsolat!

Milyen a szoszatyar, bobeszédti, locsogd ember beszéde? Sok beszéd-
nek sok az alja. Szaz szonak is egy a vége. Amelyik tyuk sokat karal, ke-
veset tojik. Vagyis kevés az informdcié a hetet-havat 6sszehordé ember
beszédében ahhoz képest, hogy mennyit beszél. Nem az elmondottak tar-
talmi hossza a baj, hanem az, hogy a gondolatot koriilményesen mondja,
vagy felesleges, esetleg értelmetlen kifejezésekkel tolti teli a mondatait.
Ha azt halljuk, hogy ,Jaj, Istenem!”, ebbdl tudjuk, hogy valami baj vagy
nagyon meglepd szitudcié van. De mennyivel fogunk tobbet tudni, ha
ugyanezt tizszer elismételve jajong valaki? Semmivel, hiszen ugyanazt is-
mételgeti. Sem a b6 beszéd, sem a felesleges ismételgetés nem noveli az
informaciotartalmat.

'II

Aki tomoren fejezi ki magat, az minden szdéval, mondattal j informaci-
ot kozol. Ha csak egyetlen mondatot nem értiink, potolhatatlan informa-
cidt vesztiink. A szavaknak stlya legyen, ne szama. Lam, Occam borotva-
ja milyen szoros kapcsolatban van az informacioelméleti entrépiaval!

Kolmogorov-komplexitas

Az entrépia nagyon kozeli rokona a Kolmogorov-komplexitds is. Ezt a
fogalmat tobb névvel is illetik. Példaul Solomonoff-Kolmogorov—Chaitin-
komplexitds, a harom tudds nevérdl elnevezve, akik 1964-ben, 1965-ben,
illetve 1966-ban részint egymastol fliggetleniil kidolgoztak az elméletet
[1.10.], [1.11.], [1.12.].
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Ray Soromonorr (1926-2009) orosz zsido emigrans sziilok gyermeke,
amerikai matematikus. ANDRE] Nyikorajevics KoLmoGcorov (1903-1987)
szovjet matematikus. GREGORY JouN CHAITIN (1947-), argentin—amerikai
matematikus és informatikus.

Most ajelsorozatnak nem az informéaciotartalmat, hanem a bonyolultsa-
gat, komplexitdsat mérjiik. Eppen ebben rejlik a Kolmogorov-komplexitas
oOriasi jelentdsége, hogy egy objektiv eszkozt kindl a bonyolultsag méré-
sére. Nagyon specidlisnak tlinik, hiszen csak jelsorozatokra vonatkozik.
Latni fogjuk azonban, hogy milyen egyszertien lehet a legkiilonb6z6bb
rendszereket jelsorozatta alakitani. Ezért ez a tudomanyos eredmény sok-
kal altalanosabb eszkoz, mint elsd pillanatban gondolnank.

A szoros kapcsolat a Shannon-entrdpia és a Kolmogorov-komplexitas
kozott ott van, hogy a Kolmogorov-komplexitas szerint a legkomplexebb
a véletlen jelsorozat. SHANNON szerint a véletlen jelsorozatnak a legna-
gyobb az entrdpidja, ez a legrendezetlenebb, ugyanakkor a legmagasabb
az informdcidtartalma. Annal kevésbé komplex a jelsorozat, minél szaba-
lyosabb. Az ilyen rendezett jelsorozatnak kicsi vagy éppen nulla az infor-
macidtartalma, vagyis kicsi vagy nulla az entrépidja.

Nagyon vazlatosan és elnagyoltan: egy jelsorozat komplexitdsa an-
nak a szovegnek a hossza, amellyel egyértelmten leirjuk a jelsorozatot.
Legyen ajelsorozat pl. tizezer ,,a” betli egymasutanja! Tehat ez egy tizezer
betli hosszusagu jelsorozat. Az a szoveg, hogy ,tizezer a betli egymasu-
tanja”, 27 karaktert tartalmaz a szokozoket is beleértve. A 10 000-rel szem-
ben all a 27, amely lényegesen rovidebb a tizezernél. Tehat ez egy roppant
egyszerli szoveg. Ha tizezer véletleniil valasztott bet(ibdl all a szovegiink,
akkor nem tudjuk ezt a szoveget egyszer(ibben leirni, mint hogy ismét
felsoroljuk mind a tizezer betfit. Ez a lehetséges legbonyolultabb eset.

Nézziik ezt a kozmondast: ,Ki koran kel, aranyat lel.” Ez 26 karaktert
tartalmaz: betlk, sz0kozok és a vesszO, valamint pont. Minden magyar
anyanyelvi ismeri ezt a szellemes mondast. , K6zmondas korai kelésrél.”
Ez 24 karakter. Sikertilt valamivel rovidebben leirni, mint a 26 karakter.
Van-e még rovidebb leiras?

Talan van: ,Ki koran kel...”. Minden magyar tudja a folytatast, és csak
15 karakter. Ha angol anyanyelviinek szeretnénk leirni ezt a jelsorozatot,
az angol leirds hosszabb lenne, mint 15 karakter. Ezért egyszertibb ismét
leirni az egészet, vagyis a sajat 26 karakterével megadni. Vigyazzunk, itt
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a ,szoveg” vagy jelsorozat egy formalis objektum. A benne megbuvo je-
lentéstdl eltekinthetiink. Tehat az elképzelt angol baratunknak a leiraskor
természetesen nem kell megmagyaraznunk, hogy ez egy magyar kozmon-
das, és hogy mit jelent, mert ez esetben a jelentés nem jatszik szerepet.

Ezek a kis példak egyben ravildgitanak ennek a rendkiviil hasz-
nos mérdeszkoznek, a Kolmogorov-komplexitasnak a nehézségére is.
Definidlnunk kell, hogy a jelsorozat leirdsat milyen eszkozzel, milyen ke-
retek kozott engedjiik meg. Tovabba: hogyan gy6zddhetiink meg arrdl,
hogy megtalaltuk az adott keretek kozotti legrovidebb leirast?

A véletlen jelsorozatot semmilyen keretek kozott, semmilyen mddszer-
rel nem tudjuk rovidebben leirni, mint magat a jelsorozatot. Ezt a tényt
szem el6tt tartva hogyan értelmezziik egy leirds hosszanak (legyen ez h)
az altala létrehozott jelsorozat hosszahoz (legyen ez H) vald viszonyat?
Vagyis a h/H aranyt?

A leiré jelsorozat Kolmogorov-komplexitasa definicio szerint /, fiigget-
lentil H-tél. Minél r6videbb a leiras, annal egyszertibb az adott jelsorozat,
minél hosszabb, annal komplexebb. A komplexitas ilyen megaddasanal
mégsem fiiggetlenithetjiitk magunkat H-tdl. Hiszen ha h nem kisebb, mint
H, akkor az adott jelsorozat véletlen, tehat a lehetd legkomplexebb. Ezzel
szemben ha h < H, akkor nem véletlen a jelsorozatunk, hanem valamiféle
szabalyossag rejt6zik benne. Nyilvanvalo, hogy minél kisebb a h/H arany,
a jelsorozat anndl messzebb van a véletlentdl, anndl szabalyosabb, és ez
a szabalyossag annal kevésbé ,rejtett”, annal konnyebb észrevenni. Ezért
tudomasul véve, hogy egy H hosszusagu jelsorozat komplexitasa egyenld
az azt létrehozo, lehetd legrévidebb leiras i hosszaval, fliggetleniil H-tdl,
a h/H arany sem lehet k6zombos. Ez az arany is fontos informaciét hor-
doz. Megmutatja, hogy mennyire jarunk kozel a véletlenhez, vagy éppen
mennyire vagyunk tavol attol. Mivel a véletlen ellentéte a szabalyos, vala-
mely mintadzatot magaba foglalo, igy a h/H egyben arra is utal, hogy meny-
nyire szabalyos a jelsorozat, illetve mennyire jellemz6 mintazatot hordoz.

Ennek a h/H aranynak van még egy masik értelmezése is. A jelsorozat
lefrdsa minden esetben olyan, hogy egyértelmten allitja el6 ezt a jelso-
rozatot. Tehat ha csak a leirast taroljuk, magat a jelsorozatot nem, akkor
sem veszitlink semmit, hiszen a leirassal barmikor reprodukalhatjuk a
jelsorozatot. Ha h < H, akkor ennek az az elénye is megvan, hogy a le-
iras kisebb helyigény(i, mint maga a jelsorozat. Ezért a leirast a jelsorozat

2b



tomoritésének is tekinthetjiik. Errdl késdbb részletesen beszéliink. De any-
nyi mar most vildgos, hogy a h/H arany a tomorités mértékét is megadja.
A véletlen jelsorozat nem tomorithetd. Minél egyszer(ibb a jelsorozat, mi-
nél kifejezettebb a benne taldlhaté mintazat, szabalyossag, annal nagyobb
mértékben tomorithetd.

Kaoszelmélet

A fentiek értelmében a véletlen szoros kapcsolatban all a komplexitas-
sal. Az a tapasztalat, hogy a kdosz is szoros kapcsolatban van a komple-
xitassal. A kdosz determinisztikus, nem véletlen, de véletlenszer(i. Vagyis
ugy viselkedik, mintha véletlen lenne. A komplex rendszerekben igen
gyakran el6fordul a kaotikus viselkedés. Ugyanakkor van egy roppant
érdekes tény. Nagyon sok nagyon egyszer(i rendszer is kaotikusan vi-
selkedik. Ezek az egyszer(i rendszerek vajon csak komplikaltak és nem
komplexek? Erre a kérdésre még visszatériink az 5. fejezetben.

A kédoszelmélet gyokerei a 19. szazad végére nyulnak vissza. Az 1880-
as években HenrI PoiNncarg (1854-1912) francia matematikus és fizikus
a hdrom test problémdt tanulméanyozta (lasd késobb), és olyan palyat fede-
zett fel, amely mai szohasznalattal kaotikus. 1898-ban JacQues HADAMARD
(1865-1963) francia matematikus publikalt egy fontos munkat ugyancsak
olyan mozgasrdl, amelyet ma kaotikusnak neveziink.

Az 1960-as évek elejétd] kiilonboz6 tudomanyok tudosai olyan kiilonos
viselkedéseket fedeztek fel komplex rendszerekben, amelyek kiszdmitha-
tatlannak, eldre jelezhetetlennek tlintek. Példaul a foldi atmoszféraban
vagy az emberi agyban. E tuddsok kozé tartozott EDwWARD NOrRTON LORENZ
(1917-2008) amerikai matematikus és meteoroldgus, aki az id6jaras kaoti-
kusijellegét figyelte meg. 1963-ban publikalt cikkével megalapozta a kdosz-
elméletet [1.13.]. 1976-ban RoBerT MAyY (1936-2020) ausztral matemati-
kus egy fontos cikket irt Simple Mathematical Models with Very Complicated
Dynamics (Egyszerti matematikai modellek nagyon komplikalt dinami-
kaval, 1asd késébb is) cimmel [2.11.]. Az 1980-as évek kozepétdl mar in-
tézményesen is foglalkoztak nemlinedris rendszerekkel (ezekben varhatd
a kdosz fellépése) és a kdosszal kapcsolatos olyan jelenségekkel, mint a
fraktalok, bifurkaciok, kiilonos attraktor, komplex rendszerek.

27



Kiilonos a kdosz sz6 eredete és hasznalata. Ogorog eredetii sz6, xdoc.
Jelentése r, {iresség. Evezredek alatt valtozott a jelentése. A 17. szazadtol
kezdték Osszevisszasag, zlirzavar, rendetlenség, rendezetlenség értelem-
ben hasznalni. A matematikai alkalmazasat Tien-Y1eNn L1 (1945-2020) kinai
sziiletésti amerikai matematikus és James A. Yorke (1941-) amerikai ma-
tematikus és fizikus vezette be 1975-ben [1.14.]. Olyan matematikai és fizi-
kai jelenségekre vonatkoztattak, amelyek determinisztikusak ugyan, mégis
kiszamithatatlanok a gyakorlatban elkeriilhetetlen mérési pontatlansagok
kovetkeztében. A kiszdmithatatlansag miatt tinik igy, mintha a kaotikus
rendszer véletlen m(ikodésti lenne.

A kdosz nem fér bele a redukcionista, determinista szemléletbe. Nem
véletlen, hogy a kaosz felfedezése, és egyre mélyebb tanulmanyozasa is
motivalta a komplex rendszerek vizsgalatat. A kdosz megismerésével a de-
terminizmus, a rend is 4j megvilagitasba keriilt. Ugy téinhet, hogy a rend,
azaz a kiszamithatdsag ellentéte a véletlen és a kaosz, és a rend kizarja a
véletlent. De mégis, van-e koziik egymashoz, van-e kapcsolatuk? Annyira
van, hogy szinte kéz a kézben jarnak, csaknem elvalaszthatatlanok. Ilyen
ez a mi univerzumunk. A véletlenbdl a nagy szdmok torvénye rendet teremt.
A rendbdl kdosz teremtddhet, és a kaoszbdl rend. Az ilyen szitudcidkra szép
és konnyen atlathato példakat mutat PriLip J. Davis (1923-2018) és REUBEN
HersH (1927-2020) amerikai matematikus a The Mathematical Experience
cim1 1981-ben megjelent mtiviikben (magyarul megjelent 1984-ben [1.15.]).

Behalozva

BaraBAsT ALBERT-LAszLO (1967-) magyar (jelenleg amerikai allampol-
gar) fizikus konyve, Linked 2002-ben jelent meg (teljes cime: Linked: How
Everything Is Connected to Everything Else and What It Means for Business,
Science, and Everyday Life, magyarul: Osszekapcsolva: Hogyan van minden
mindennel 6sszekotve, és ez mit jelent az {izleti vilag, a tudomany és a
mindennapi élet szdmara). Ez a nagy siker(i és tuttoré jelentéségti konyv
magyar nyelven 2013-ban jelent meg a szellemes Behdlézva cimmel. A téma
egy Uj tudomany, a hdldzatelmélet.

Konigsberg egy porosz varos volt, ma az orosz Kalinyingrad. A varost
kettészeli a Pregolja (németiil Pregel) folyd. A belvarosban a foly6 egy fél
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kilométer hosszusagu szigetet dlel korbe (a sziget német neve: Kneiphof),
majd rogton kettéagazik, hogy hosszan megmaradjon ez a két ag (Lomse
sziget). A kora 18. szazadban hét hid biztositotta a folyotol északra és dél-
re fekve varosrészek kapcsolatat a sziget kozvetlen kornyezetében. A ma-
sodik vildghaborti bombazasai kdvetkeztében ma mar a hétbdl csak 6t hid
van meg.

A folklor szerint a hét hid érdekes elhelyezkedése azt a kiilonds rejt-
vényt adta fel, hogy létezik-e egy olyan folytonos ut, amely minden hi-
don athalad, de csak egyszer. Ez a hires konigsbergi hidak problémdja névvel
vonult be a tudomanytorténetbe. A korabeli térképrészletet a hét hid se-
matikus feltlintetésével az 1.4. szines dbra mutatja (https://en.wikipedia.
org/wiki/Seven_Bridges_of Konigsberg, CC BY-SA 3.0, szerzd: Bogdan
Giusca).

“ X anLiihy o sn csom )
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1.4. szines abra

LeonHARD EULER (1707-1783) a nagy svdjci fizikus és matematikus 1736-
ban matematikai precizitdssal megoldotta ezt a feladatot, az eredményt
publikalta, és ezzel egy Uj tudomanyag, a grafelmélet alapjait fektette le.
A grif elnevezés azonban csak 150 évvel késébb bukkant fel James JoserH
SyLVESTER (1814-1897) brit matematikusnak a Nature-ben 1878-ban irt cik-
kében [1.16.]. A gorog grafo (yodgw) jelentése irni, a latin graphicus jelen-
tése képi. A graph az angol graphic formula (= grafikus képlet) roviditése.
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A graf egy matematikai strukttra, amely tgynevezett csticsokbdl (pon-
tokbol) és bizonyos pontokat 0sszekotd élekbdl (vonalakbol) all. A csu-
csok helye és egymastol mért tavolsaga érdektelen. A vonalak lehetnek
egyenesek vagy gorbék. Annyi fontos, hogy megkiilonboztessiik a csu-
csokat, és tudjuk, hogy mely csticsok kozott van Gsszekottetés, és melyek
kozott nincs. Az élek indulhatnak és érkezhetnek ugyanabba a csticsba is.
Két cstics kozott tobb €l is futhat.

Mi koze a konigsbergi hidak-

nak a grafokhoz? Az, hogy a hét

2 konigsbergi hid a feladat szem-
pontjabdl egy graffal helyette-

sithetd. A varosnak a foly¢ altal

1 3 ‘x elvalasztott két része egy-egy

I csucs. Tovabba a két sziget is
egy-egy cstics. Elek ott vannak,

4 ahol a csticsok kozott atjaras van.

Annyi élet rajzolunk, ahanyféle
az atjaras. Az atjarast éppen a hi-
dak teszik lehet6vé, tehat hét él
lesz a négy cstics kozott, lasd az
1.1. &bra bal felét.

A cstuicsokat beszamoztuk, hogy megkiilonboztethetdek legyenek. Az 1
jelti cstics a kisebb, a 3 jelli pedig a nagyobb sziget. A varos északi része a
2 jelti cstics, a déli pedig a 4 jelt.

11, dbra

A csuicsok és az élek geometriai elhelyezkedései, tulajdonsagai teljesen
kozombosek. Az 1.1. dbra jobb felének rajza pontosan ugyanazt a grafot
reprezentalja, mint a bal fél. Matematikailag érdektelen hogyan rajzolunk
fel egy adott grafot. A csticsok beszdmozdasa vagy masképpen torténd
megjelolése is érdektelen. Csupan a szemléletesség és a jol atlathatosag
jatszik szerepet. Eppen ez EuLEr egyik nagy érdeme: kikiiszobolte a 1é-
nyegtelent, a geometridt, és csak azt tartotta meg, ami lényeges (Occam
borotvaja!). A grafelmélet a topoldgia része. A topoldgia az objektumok-
nak olyan tulajdonsagait keresi, amelyek fiiggetlenek a geometriatdl, és
megmaradnak mindenféle deformacié utan is. Példaul egy gumikarika to-
poldgiailag ugyanaz marad, akdrhogy nyujtjuk vagy csavarjuk. Ellenben
ha felvagjuk, mas topologiai testté alakul.
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Egy tomor golyo és egy tomor kocka nem kiilonbozik topologiailag.
Ha ezek gyurmdbol lennének, akkor szakitas, vagas nélkiil egyik a masik-
ka alakithato lenne.

Térjiink vissza a mi konkrét grafunk-
hoz, és hasznaljuk az 1.1. dbra bal felének
rajzat és szdmozasat! A feladat erre a grafra 2
atfogalmazva tehat az, hogy minden élen
pontosan egyszer menjiink végig. Egy-egy
csticson akarhanyszor athaladhatunk, de
az eleken csak egyszer. Példaképpen néz- 4
ziink egy bejdrast csucstol csucsig: 2141321.
Eznem sikertilt, mert a hatodik Iépés utan a
1 jeld csticsba jutottunk, és innen mar nem
mehetiink tovabb ismétlés nélkiil. Igy a 3-4 a
ut kimaradt. Csak 6 hossztisagu ez az ut,
lasd az 1.2. dbrat. Nem is érdemes tovabb
keresgélni. EULER bebizonyitotta, hogy a
feladatnak nincs is megoldésa. Tehat nincs 12, dbra
7 hosszusagu ut.

Y
¢
W

EuLer egy rendkiviil egyszeri mddszert talalt, amellyel tetszdleges sza-
mu csucsot és élet tartalmazo grafrol igen konnyen eldonthetd, hogy léte-
zik-e teljes ut, vagyis minden élen pontosan egyszer athaladé ut. Csak azt
kell megnézni, hogy minden cstiicshoz péaros szamu €l tartozik-e, esetleg
két csucs kivételével, amelybe paratlan szamu él csatlakozik. A magyara-
zat is egyszer(i. Ennek alapja az, hogy ha egy csticsba befutottunk, azt el is
kell hagyni. Tobbszdr is befuthatunk, de pontosan annyiszor ki is Iépiink.
Emiatt az kell, hogy paros szamu legyen az egy-egy csucshoz tartozoé élek
szama. Kivételt képez az indulasi és az érkezési csucs, ha ezek kiilonbo-
z6ek. Ugyanis ebben az esetben ezekhez, de csak ezekhez paratlan szdmu
élnek kell csatlakozni. A konigsbergi hidak feladata azért megoldhatatlan,
mert itt minden cstcshoz paratlan €l csatlakozik.

Nagyon piciny ez a graf. Csak négy cstuiccsal és hét éllel irhato le.
Az ember azt gondolnd, nincs ebben semmi nehézség. Minden lehetséges
utat felirunk, és megnézziik, létezik-e 7 hossztisagu, vagy sem. Miért kellett
a megoldashoz egy matematikai zseni? Ezt a kérdést nagyon is érdemes
megvizsgalni, mert rdébrediink, hogy bizony nem is olyan egyszer(i ez a
kis graf. Ezdltal azt is konnyen el tudjuk képzelni, hogy mennyire bonyolult
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lehet egy olyan graf vagy mas szoval hildzat, amelynek nem négy, hanem
10 vagy 100, vagy esetleg tobb ezer, netan sok-sok milli6 csticsa van, ame-
lyek kozott szovevényes élkapcsolddasok léteznek. Megérthetjiik, hogy a
nagy halozatok igazan megérdemlik a komplex rendszer elnevezést. Ilyen
terebélyes halozatok fordulnak el a fizikaban, a bioldgidban, az 6kologi-
aban, a gazdasagban, a szocioldgiaban és az idegtudomanyban. Hatalmas
halozat az internet és a vilaghalé. A példakat tovabb lehetne sorolni.

Most pedig vizsgaljuk meg, hogyan hatarozhatok meg az éleken atha-
lado, ismétlések nélkiili utak ennél a mi szerény 4 csticst 7 €l halozatocs-
kanknal! A fent targyalt 2141321 Gt mellett egy masik lehetséges példa a
3212. Figyeljiik meg, hogy ez harom élen halad keresztiil (az ut hossza
tehat 3), és nem folytathat6 ismétlés nélkiil.

Képzeljiik el, hogy EUuLER bizonyitdsa el6tti idOben vagyunk! Szeretnénk
megtaldlni a feladatban kit(izott utat. Mi lenne, ha az 1, 2, 3 és 4 szamok-
bol nyolcas sorozatokat készitenénk? Mindegyik ilyen sorozat a 7 hosszu-
sagu ut egy jeloltje. Az ilyen sorozatok képzése egy tipikus kombinatori-
kai feladat, a neve varidcid. 4* szamu kiilonb6z6 nyolcas sorozat 1étezik.
Ez a szam pontosan 65 536. Elképesztéen nagy ahhoz, hogy valamennyit
ellendrizziik, vajon a 7 hossztsagu ut leirdsa-e, vagy sem. Természetesen
ezekben a nyolcas sorozatokbdl eleve ki kell zarni azokat, ahol egymas
utdn ugyanaz a szam fordul el6. Példaul ilyen a 43211231. Hiszen az 1 jeli
csticsbol az 1 jelli csicsba men6 it nem vezet at élen. Hogy az ilyen esete-
ket valdban elkeriiljiik, a legelején 4 szam koziil valaszthatunk, de minden
kovetkezOnél csak harom koziil. Tehat a 65 536 helyett most ,,csak” 4 x 37
= 8748 féle szam nyolcast kell atvizsgalni. Hat még ez is reménytelen fel-
adat a 18. szdzadban. Mit tegyiink? Azokat a sorozatokat is kisz(irhetjiik,
ahol 2 utan 4 jon, vagy 4 utan 2. Hiszen a 4 és 2 jel(i csticsok kozott nincs
él. Tehat ahol 2 all, ott 4 nem lehet a kovetkezd szam, vagy forditva. Hany
szam nyolcas marad igy? Ezt kiszdmolni mar sokkal nehezebb kombina-
torikai feladat. Mert lehet, hogy e szdamok nem is szerepelnek egy soro-
zatban, de az is lehet, hogy tobbszor szerepelnek. Ha biztosan szerepelne
a2is, és a4is, és mindkettd csak egyszer, akkor mar csak 4 x 22 x 3°= 3888
darab atvizsgalandd sorozatunk maradna. Ez is irdatlanul sok. Néhany
tovabbi tigyes Otlettel tovabb csokkenthet6 a vizsgaland6 utak szama. Ha
azonban ezzel az egyszer( graffal ellentétben a graf mérete néne, akkor
semmilyen tigyes 6tlet nem lenne képes megfeleléen csokkenteni a lehet-
séges utak szamat, 1asd kicsit lejjebb.
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Szamitogépek

Lattuk, hogy a konigsbergi hidak problémaja kis méretti graffal, il-
letve haldzattal leirhatd. A kis méretti grafokban sok szamitds kézzel
elvégezhetd. Ahogy azonban a graf mérete novekszik, a kézi szamitasok
egyre nehezebbekké vagy éppen lehetetlenné valnak.

A szamitogépek megjelenése és teljesitOképességiik novekedése szo-
rosan Osszefligg a komplex rendszerek vizsgalataval. Annyira 0sszefiigg,
hogy a komputerek nélkiilozhetetlenek a komplex problémadk tanulma-
nyozasahoz. Az imént targyalt kis hal6zat remek példa, hogy megértsiik
ezt a nélkiilozhetetlen szerepet. Nézziik csak meg, hogy ha egy icipicit
nagyobb haldzatot vizsgalnank, akkor hogyan novekedne a lehetséges
utak szdma. Legyen csak 5 csucs a 4 helyett, és 8 €l a hét helyett. Akkor
5 x 48 =327 680 1t leird szamsorunk lenne. 6 cstics €s 9 él esetében: 6 x 57 =
11 718 750, kozel tizenkétmillio tit. Kismértékben novekszik a csticsok és
az élek szama, ugyanakkor elképesztd iitemben novekszik a lehetséges
utak szama. El tudjuk képzelni egy sokmillié cstcsot tartalmazé halézat
mennyiségi viszonyait?

Ha tovabb novekszik az igény arra, hogy egyre nagyobb és nagyobb
hélézatot vizsgaljunk, vajon a szamitogépek lépést tartanak-e ezzel
az igénnyel? Nagyon roviden tekintsiik at a szamitogépek fejlédését!
Hogyan hasonlithat6 6ssze két szamitdgép? Milyen szempontok szerint?
Az Osszevetés kiilonosen nehéz, ha kiilonb6z6 korok gépeit hasonlitjuk
Ossze. Hiszen ezek a gépek egészen mas elemekbdl épiilnek fel, és mas
elven is miikodnek. Eppen e nehézség kikiiszobolése érdekében talaltak
egy mérdszamot, amely ugyan messze nem tokéletes, mégis remek atte-
kintést enged. Ez a FLOPS, floating point operations per second, magya-
rul: masodpercenként elvégzett tigynevezett lebegé pontos miiveletek
szama. Az ENIAC a vilagon az egyik elsé programozhaté elektronikus,
digitalis szamitogép volt. 1943-t6l 1946-ig fejlesztették az amerikai had-
sereg megrendelésére. 1955-ig volt tizemben, €s ez alatt az id6 alatt dria-
si hatasa volt. Alaprajza 2,4 m x 30,5 m, és 30 tonnat nyomott. Egy részlet
az 1.3. dbran lathaté (U. S. Army photo). Sebessége hozzavetdleg 400
FLOPS volt (manapsag egy okostelefon sebessége kb. 1 millidrd (10°)
FLOPS, két és fél milliészor nagyobb).
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1.3. dabra

Hasonl6 teljesitményti volt e kor két masik szamitogépe. Az egyik a
Colossus, az a programozhato elektronikus digitalis szamitogép, amelyet
a brit kodfeltorok 1943 és 1945 kozott hasznaltak (1.4. abra). A masik a brit
Bombe elektromechanikus szamitégép, amelyet a hires Enigma titkosird
gép altal kddolt ndci tizenetek feltorésére hasznaltak. A munkalatok egyik
fontos szerepldje ALan MaTtHIsoN TURING (1912-1954) vilaghir(i brit mate-
matikus volt. E témara még visszatériink.

A tudomanyos és miszaki célokra haszndlatos nagy szamitogépek
FLOPS mértéke rohamosan novekedett: 1953: 10 000, vagyis 10* FLOPS.
[2022 top500] adatai a legnagyobb sebességekre:

1993: 130 gigaFLOPS =1,3 x 10" FLOPS,
2000: 12 288 gigaFLOPS =1,2 x 10" FLOPS
2005: 367 teraFLOPS =3,7 x 10" FLOPS

2010: 4700 teraFLOPS  =4,7 x 10" FLOPS
2015: 55 000 teraFLOPS =5,5 x 10" FLOPS
2020: 537 petaFLOPS =5,4 x 107 FLOPS
2022: 1686 petaFLOPS  =1,7 x 10'"® FLOPS

Tehat 6tévente durvan megtizszerezOdik a sebesség. Ilyen titemii nove-
kedés sehol mashol nem képzelhet6 el az ember alkotta vilagban. De még

\i



