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Bevezetés

A tankonyv matematika szakos tanarjeloltek és tanarok szamaéra késziilt, de ha-
szonnal forgathatjak mindazok, akik érdeklgdnek a matematika irant és legalabb
kozépfoku végzettséggel rendelkeznek.

Megirasakor a szerzg igyekezett hasznositani A matematika fejlédése targy
oktatdsa sordn szerzett tapasztalatait, valamint a targyhoz kordbban irt két
jegyzet (SzAsz, SZERENYI) erényeit.

Ezek koziil az utébbi 1975-ben jelent meg és ez dnmagaban indokoltta teszi
egy 4j tankOnyv irasat. Elég csak — a targy ideologikus jellegét is tekintve —
a rendszervéltasra utalni. Ma méar nem kotelezs egyetlen filozofia szemléletének
a tények és filozofiai nézetek szétvilasztasara, altalaban a dezideologizalasra
torekedni.

Az el6z8 jegyzethez képest jobban igyeksziink szem el6tt tartani azt,
hogy hasznal6i nem csupan matematikusok, hanem leend matematikatanarok.
Tehat a szaraz matematikai anyagot a kulturalis és torténeti hattér felvazolasa-
val mutatjuk be és kitekintiink a médszertani vonatkozasokra is. Ez kiilénGsen
a konyv elsd felére jellemzs.

Reméljiik sikeriilni fog meggy6zni az olvasot arrdl, hogy a targy tanulésa
hasznos szamara. A fontosabb matematikai fogalmak, moddszerek torténeti
fejlédésének bemutatasival a tanar latni fogja, hogyan meriilt fel a fogalom
bevezetésének sziikségessége, mik okoztak nehézségeket a fejlédés soran, mi-
lyen modszereket alkalmaztak a nehézségek lekiizdésére, melyek az alkalmazasi
lehet&ségek. A tanulsidgokat hasznosithatja sajat oktaté munkéjaban.

A pusztan logikai targyalas, a torténeti ut tapasztalatainak figyelmen kiviil
hagyésa leréviditheti ugyan a tanitis idejét, de nem hatékony. Példaul a fiigg-
vény tanitdsakor a legmodernebb ,hozzarendeléses” fiiggvényfogalmat akarjuk
kialakitani a torténeti fejlédés 1épcséfokainak kihagyéasaval. Ez a tisztan deduk-
tiv megkozelités sérti azt a genetikai elvet, amely szerint az egyedfejlédés nagy
vonalakban koveti a fajfejlédést. Vagyis az egyes ember ismereteinek fejlédése
ler6viditett, letisztitott megismétlése az emberiség ismeretfejlédésének.

A torténeti ut figyelmen kiviil hagyasédnak veszélyeire az j matematikai tan-
tervekben, mar 1962-ben memorandumban hivta fel a figyelmet hatvan6t neves
amerikai matematikus (koztiik POLYA GYORGY), ugy tinik hidba. Nevelési
szempontbdl is nagyon fontos lenne a torténeti ut szines, érdekes bemutatéasa.
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Felhasznalhato a targy megszerettetésére, a motivacios bazis erGsitésére, az 6rak
élenkitésére. Igy még a human beallitottsagn gyerek is talalhat kotGdést a ma-
tematikihoz. A nagy matematikusok életének bemutatasa is komoly neveld
hatast. Végezetiil: minden szaktanarnak illik ismerni szaktargya torténetét.
Ez huméan targyaknal mér régen nem vitatott kérdés.

A konyv elGszor torténeti korszakokként targyalja a matematika fejlédését a
modern matematika koraig. Kiilon fejezet szdl a magyar matematikarol. Ebben
a részben targyaljuk a matematika altalanos elvi kérdéseit és filozofiajat. A mé-
sodik részben a modern matematika legfontosabb fejezeteinek f6bb fogalmait,
eredményeit mutatjuk be, a szdzadunk kozepéig bezardan. A kivalasztas szem-
pontjai kozott a tanarképzés anyagdhoz valé kotédés, a magyar vonatkozasiu
eredmények bemutatasa és a szerzd egyéni érdeklGdése is szerepeltek. Az egyes
fejezetek utan gyakorlatokat, magyar nyelvd irodalmat, a kényv végén pedig
életrajzi jegyzeteket és két fliggeléket taldlhatunk.

A targyalasmod igyekezett a legjobb kompromisszumot megtalalni az ért-
hetGség és a pontossag kozott. Nem akart a részletekben elmeriilni, hanem a
meglévs ismeretekre épiils attekintésre, szintetizalasra torekedett.

A konyv célja nem csupan egy vizsgara valo felkésziilés segitése. Ez anndl is
nehezebb, mert a targy helyzete viltozéban volt és van a tandrképzésben. A tar-
gyat tanito tanar izlése szerint vilogathat a targyalt anyaghol, amely reményeink
szerint tartalmazza egy matematikatanar szdmara legfontosabb ismeretanyagot,
igy a tanari tovabbképzések kézikdnyve is lehet.

A nem matematikus olvaso figyelmét bizonyara jobban lekotik a torténeti
érdekességek, a korszakok atfogd értékelései, az életrajzok. Nagy matematikusok
nagy baklovéseinek és nagy vitdinak bemutatasa szolgiljon nemcsak tanulsidgul,
hanem vigasztalasul is szadmara.

A lektorok atfogo értékeléseikkel, hasznos utmutatasaikkal és a hibak gondos
feltarasaval nagymértékben hozzajarultak a kényv jobbatételéhez. A tipogra-
fiai munkéért és a szép abrakért Kovdcs Zoltdn kollégamat illeti készdnet. A
megmaradt hibakért nem &ket, hanem egyediil a szerz6t terheli a felelGsség.

Koszonetem fejezem ki a két kiadé munkatarsainak, kiilénosen Votisky
Zsuzsanak, a TYPOTEX tligyvezets igazgatdjanak, akinek batoritdsa, szervezs
munkaja nélkiil e kényv nem késziilt volna el.

Nyiregyhaza, 1997

Filep Laszlo
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Allandé jeldlések

Jel Jelentés

|H| H halmaz szamossaga

P(H) H halmaz hatvanyhalmaza

€ eleme

C részhalmaz

C valédi részhalmaz

N metszet (kozos rész)

U uni6 (egyesités)

\ kiilonbség

H H komplementere

X Descartes-szorzat

R,pCHXK H és K kozotti (binér) relacio
p:H—-K H leképzése K-ba

A konjunkeié (logikai és)

V diszjunkci6 (logikai vagy)

I negicio6 (tagadas)

v minden (univerzalis kvantor)

3 van olyan (egszisztencialis kvantor)

3! pontosan egy

= kovetkezik (implikacio)

= akkor és csak akkor (logikai ekvivalencia)
= halmazok ekvivalencidja, struktirak izomorfizmusa
N természetes szamok halmaza

Z egész szamok halmaza

Q raciondlis szamok halmaza

R valés szdmok halmaza

C komplex szamok halmaza

Nt, Z*, Qt, Rt azillet6 halmazok pozitiv tartomanya

Ny, Zg, Qf, Rf az illets halmazok pozitiv tartomanya és a nulla
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|. rész

A matematika torténeti fejlodése

s ... ha a tudomany valamelyik
tertiletét (vagy elméletét, vagy fo-
galmat) tanitjuk, akkor az ember-
palantdknak nagy lépésekkel nyomon
kell kovetniiik az emberiség szellemi
fejlodéset.”

(Polya Gyorgy, 1962)
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1. fejezet

A matematika elvi kérdései

1.1. A matematika, mint tudomany és tantargy

A matematika sajatos helyet foglal el a tudoméanyok rendszerében. Nem sorol-
hato sem a természet-, sem a tarsadalomtudomanyokhoz, hanem 6nall6 katego-
ria és ugyanakkor minden tudomany segédtudoménya.

Régebben a természettudomanyokhoz soroltak, hiszen csak ott tudtak alkal-
mazni. Ahogy GALILEI kifejezte: ,,A természet konyve a matematika nyelvén
ir6dott.” Kés6bb a matematikai médszerek més tudomanyokba is behatoltak,
igy GALILEI mondasa ma mar a tarsadalomra is kiterjeszthet6. Nem tulzés
azt sem allitani, hogy a matematika — elsGsorban a szamitégépek révén —
bevonult nemcsak a tudoméannyal foglalkozok, hanem az atlagember mindennapi
életébe is. Ennek vetiileteként a felsGoktatas minden dgaban egyre inkabb helyt
kap a matematika. Ezen beliil f6leg a valoszintiségi-statisztikai és szamitogép-
tudoméanyi alapismeretek, valamint a matematikai modellalkotas és optimum-
szamitas modszerei valnak egyre fontosabbakka. A matematikinak ezt a fontos
szerepét elGszor az USA-ban ismerték fel 1957-ben az tn. szputnyik sokk utén.
Az elsé szovjet miihold fell6vése meglepte, a tudoményos és technikai félénye tu-
databan 1é6vé Amerikit. A lemaradés okait elemezve rajottek, hogy elsGsorban
a matematika oktatasat kell megujitani. Kialakult és vilagméretivé valt egy
oktatési reformmozgalom: az j matematika (new math). A legtobb orszagban
ma hasznalatos tantervek és tankdnyvek e mozgalom termékei, természetesen
eltéré vonasokkal.

A matematikaoktatas reformja harom forrasra tdmaszkodott. Szakmai oldal-
rél a francia BOURBAKI csoport munkassagara, amely EUKLIDESZhez hasonléan
igyekezett megteremteni a mai matematika szintézisét halmazelméleti-logikai
alapokon. Didaktikai oldalrol POLYA GYORGY felfedezéses (heurisztikus) mod-
szere és DIENES ZOLTAN cselekedtetéses (manipulativ) eszkozei voltak a meg-
hatarozoak. Ok is felhasznaltadk modszereik kidolgozasaban a harmadik forrast:
PIAGET francia pszichologus eredményeit, aki megteremtette a matematikata-
nitas pszicholégidjat. Az j matematika meghonositasidban nagy szerepe volt
VARGA TaMAsnak, PELLER JOZSEFnek, SZENDREI JANOSnak és mésoknak.

15
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Mivel az UNESCQO altal is elismerten mindenféle miveltség két alappillére
az anyanyelvi és a matematikai miveltség, ezért a matematika oktatasat ennek
megfelelGen kell(ene) az egész tarsadalomnak kezelnie.

1.2. A matematika sajatossagai

A matematikdnak més tudomanyoknal jobban jellemzd, ezektdl részben eltérd
modszerbeli sajatossidgai vannak. Ezek a kovetkezdk:

Magasfokd absztrakcié

Mar a legegyszeriibb matematikai fogalmak is t6bbszords absztrakcio ered-
ményei. Ebben a vonatkozasban a filozéfia hasonlithaté leginkdbb a mate-
matikdhoz. Nem véletleniil oktattak sokdig a (tiszta) matematikat a filozofia
részeként.

Az absztrakcionak két alaptipusat alkalmazza a matematika. Az altalanosito
absztrakcié sordn konkrét dolgokbdl a kézdsen meglévs altalanos vonast ragadja
ki. Igy alakult ki példaul a ,kettd” fogalma, mint a 2 16, 2 alma, stb. konkrét dol-
gokban meglévs kozbs vonas, tudniillik az, hogy ugyanannyian vannak. Ilyenkor
a dolgok mas tulajdonsagaitél eltekintiink. Matematikai nyelven szélva: amikor
a gyerek kialakitja a ,kettd” fogalmat, akkor elvonatkoztatja (absztrahélja) azt,
ami ezekkel az egymassal ekvivalens halmazokban k6z6s, vagyis a szdmossagot.
Ezért definialjuk a természetes szamokat halmazelméletileg gy, mint a véges
halmazok szamossagait. A kettd, 6t stb. szamok fogalma tehéat konkrét dol-
gokbdl alakult ki elsédleges altalanosito absztrakcidval. Ezekbdl a fogalmakhbol
masodlagos absztrakcioval adodik a természetes szadm, majd ajabb (t&bbszords)
absztrakciokkal példaul a valés szam fogalma.

Az absztrakcié mésik fajtajat egyszeriisité absztrakciénak nevezziik. Ez a
fogalomalkotasnak az a médja, amikor eltekintiink az illeté konkrét dolognak
a valésagban meglévs bonyolultsdgatol, csak egyszertisitett formajat vessziik fi-
gyelembe. Igy alakult ki példaul az egyenes szakasz fogalma, a természetben
meglévl egyenes targyak egyszeriisitett forméjaként. Az egyszertsité absztrak-
ci6 tjabb alkalmazasaval kapjuk a pont, az egyenes és a sik fogalmaibol a lineéris
altér fogalmét.

Az absztrakcié mellett a matematikiban alkalmazunk mas fogalomalkotasi
eszkOzOket is. Gyakori az osztalyozas kiilonleges forméjanak, a specializalés-
nak hasznalata. Igy kapjuk a csoport fogalmaboél az Abel-csoport, az egyszeri
csoport, a torzidé csoport, stb. fogalmakat.

Deduktiv jelleg

A matematikai &allitasokat deduktiv dton kell bizonyitani, azaz mar ismert
tételekre logikailag visszavezetni. A kisérleti fizikiban gyakori induktiv bi-
zonyitas viszont konkrét esetekben vald kiprobalassal igazol. A matematikdban
nem elégsziink meg azzal, hogy &llitasunkat minden konkrét esetre belatjuk.
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Gondoljunk példaul egy természetes szamokra vonatkozo allitds teljes induk-
ci6s bizonyitasara. Az indukciés modszernek a matematikaban csak a tételek
megsejtésében van (fontos!) szerepe.

A matematikai bizonyitas két alaptipusat szokas megkiilonboztetni.

1. Direkt bizonyitds. A kérdéses allitast logikailag visszavezeti ismert allitdsokra.
Sémaja: Az A allitas igaz, mert kovetkezik az igazaknak tekintett By, Bo, ..., B,
allitasokbol.

2. Indirekt bizonyitds. A harmadik kizarasanak elvén alapul. Felteszi, hogy a
bizonyitand6 A &llitas nem A tagadéasa (nem ellenkezdje!) igaz, és megmutatja,
hogy ez a feltevés ellentmondéasra vezet, vagyis nem A hamis allitas. Mivel egy
allitas és tagadasa koziil pontosan egy igaz, ezért ha nem A hamis, akkor A
igaz. Sémaja: Az A 4llités igaz, mert tagadasa nem lehet igaz.

Az indirekt bizonyitast gyakran alkalmazzuk valami létezésének igazolasara.
Megmutatjuk, hogy a létezés tagadasa ellentmondasra vezet, tehat az illet
dolognak léteznie kell (egzisztencia bizonyitas). Ennél természetesen meggys-
z8bb valami létezésének igazolasara az illetd dolog megkonstrualasa (konstruktiv
bizonyitas). Indirekt uton szoktuk bizonyitani valami létezésének egyértelmti-
ségét (unicitdsdt) is. Az indirekt bizonyitas soran gyakran az allitas kontrapozi-
ciojat igazoljuk. Emlékeztetiink ra, hogy egy ha A, akkor B allitas logikailag
egyenértékd kontrapoziciés forméaja: ha nem B, akkor nem A.

A bizonyitasok egy maésfajta osztalyozéasa szerint egy bizonyitas lehet szin-
tetikus, vagy analitikus. Az el6z6 igaz tételekbdl kiindulva igazol, az utébbi
pedig az igaznak tekintett allitast visszavezeti igaz allitasokra és hivatkozik a
lépések megfordithatosagara.

A matematika természetesen ismer bizonyithatatlan allitdsokat is, vagyis
olyanokat amelyeket nem lehet még egyszertibb allitdsokra visszavezetni. Ezek
az axiomak, vagy alaptételek, amelyeket bizonyitas nélkiil elfogadunk. Az egyéb
matematikai allitasok (bizonyitott tételek) mindig ha-akkor felépitéstiek. Egy
akkor és csak akkor allitds mindig két allitasra bonthaté és kiilon-kiilén bi-
zonyitandé. Egy matematikai allitds tehat azt tartalmazza, hogy ha ezek és
ezek az allitasok igazak, akkor a kérdéses allitds ezekbdl logikailag kovetkezik,
tehat ennyiben igaz. Az axiomék igazsagénak kérdése nem matematikai, hanem
filozofiai probléma.

A deduktiv jelleg leginkibb az axiomatikus modszerben mutatkozik meg,
ami a modern matematika {6 jellemzGje. Egy matematikai tudoményég axio-
matikus felépitésének sematikus vézlatat a 1.1. abra szemlélteti. A modern
axiomatikdban az alapfogalmaknak mér nincs szemléletes jelentésiik. Az axi-
omak szabta korlatok kozt igy egy axiomarendszernek tobbféle interpretacidja
lehet.

Sajatos szimbolika

A matematikai fogalmakat és tételeket betiik, logikai és egyéb jelek segitségével,
formulék és képletek formajaban fejezziik ki. A szimbolika fejlédése ma mar ott
tart, hogy elvileg lehetséges a szavak teljes kikiiszobolése a matematikabol.
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Alapfogalmak Logikai elvek Axiémak
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Definialt fogalmak Bizonyitott tételek

1.1. abra. Az aziomatikus felépités sémdja.

A magasfoku absztrakcio és fejlett szimbolika kdlcsondsen feltételezik egy-
méast. A megfelel§ szimbolika hidnya gyakran akadalyozta a fejlédést, egy sze-
rencsés jelolés bevezetése pedig nagyban elémozditotta. Mas oldalrél pedig: egy
1) fogalom kialakulédsa 1j jelolésekre tamaszt igényt.

A mai fejlett szimbolika hosszu torténeti fejlédés terméke. Kezdetben min-
dent szavakban fejeztek ki (retorikus matematika), majd szoroviditéseket kezd-
tek alkalmazni, amelyekbdl djabb és ujabb jelek alakultak ki. Donté 16kést
jelentett a halmazelméleti-logikai jelrendszer bevezetése e szazad elején, ami a
matematika minden 4géban elterjedt. Egy példa a retorikus és szimbolikus ki-
fejezésmaod kiilonbozGségére:

Retorikus: Az A halmazt akkor nevezziik a B halmaz valodi részhalmazanak,
ha A minden eleme eleme B-nek is, de B-nek van olyan eleme, ami A-nak nem
eleme.

Szimbolikus:

ACB:=[Vz: 2€A = z€B)AN(Fz: x¢ ANz € B)]

Ez a nagyfoku szimbolizalas elkeriilhetetlensége mellett kiros is. Nehézzé
teszi a kiviildllé szaméara a matematika megértését. Nemcsak a matematikai
tartalommal kell megbirk6znia, hanem az azt kodolé formanyelvvel is. Az ok-
tatasban is keriilni kell a jel6lések tulzott hasznélatat, amire az oktatési re-
formok soran volt tendencia.

A matematika egyre tobb részteriiletre bomlasa azzal is jart, hogy minden
egyes ag kifejlesztette sajat szimbolumrendszerét, ami nagyon megnehezitette
a matematikusok szdmara is egymas megértését. Mar HILBERT tartott ettdl,

18

© Filep Laszl6



NEUMANN JANOS pedig kereken bevallotta, hogy tizedét sem érti a matematikai
konferenciidn elhangzott el6adasoknak.

A matematikai szimbolika fejlédésében 1j vonas a szamitastechnikai jelolés-
rendszer kialakulasa (folyamatéabra, gépi nyelvek, stb.) A szamitogéptudomény
Onallosuldsa miatt, azonban nem biztos, hogy ezt a matematika fejl6déséhez
fogja sorolni a jové torténetirdsa.

1.3. A matematika filozéfiaja

A matematikaval kapcsolatos filozofiai problémék targyaldsa nem valaszthato
el a matematikitol, annak torténetétsl. Ahogy KANT irta: A matematika
torténete filozofiaja nélkiil vakka, filozéfidja torténete nélkiil siiketté valik.

A filozofia azokra a kérdésekre igyekszik vélaszt adni, hogy mi a matema-
tika targya, mi a matematikai fogalmak eredete, mi biztositja a matematikai
allitasok igazsagat és alkalmazhatdsagat, tehat egyszéval: mi a matematika?
Szazadunkban ezek a kérdések uj megvilagitast kaptak és visszahatottak a ma-
tematikira a halmazelméleti ellentmondasok (antindmidk) kapcsan, amelyek a
végtelen halmazoknal jelentkeztek. A matematikarol valo filozofalashoz (a meta-
matematikdhoz) a nyersanyagot a matematika torténete biztositja.

Szazadunkban a matematika filozofidAjanak harom irdnyzata kristalyosodott
ki és valt uralkodova: az intuicionizmus, a logicizmus és a formalizmus. A ma-
gyar szarmazasi LAKATOS IMRE munkassiga a tudomanyfilozofia 4j iranyza-
tanak kezdetét jelenti, ezen iranyzatok tagadasaként. A marxizmus ENGELS
milt szazadbeli alaptételeinek korszertisitésére és az idealista irdnyzatok kri-
tikdjara Osszpontositott, igy elmaradt a fejlédés f6 irdnyatol. ENGELS szerint
a matematika a val6sagos vilag mennyiségi viszonyainak és térbeli formainak
tudoméanya, ami egy naiv materialista definicionak elfogadhat6, de ma méar tual-
haladott. KOLMOGOROV szovjet matematikus ezt a valésagos vildag mennyiségi
és térbeli viszonyairol és formairodl sz6l6 tudoménnyé korszertsitette, de ezt sem
tudta megtolteni kellg konkrét és korszerd matematikai tartalommal.

Intuicionizmus (konstruktivizmus)

Az irdnyzat megalapozdja a holland BROUWER, de gyodkerei KANTig és még
messzebb, PLATONig nytlnak vissza.

PLATON szerint létezik a valosagos dolgok vilaga és az idedk vildga. A ma-
tematika fogalmai a véltozatlan, tokéletes idedk vilagaba tartoznak, szemben
az esetleges és valtozo valosagos dolgok vilagaval. Létezik példaul a derékszogt
haromszog idedja (fogalma) és léteznek a konkrét derékszog haromszogek, ame-
lyek kiilénb6z6 mértékben hasonlitanak a derékszogi haromszog idedjara.

Az idedk megismerése nem az érzékelés, hanem az értelem dolga, amely
sziikségszert és valtozatlan viszonyokat allapit meg az idedk kozott. Ilyenek
a matematika tételei is. Ezek a valésadgban annyira igazak, amennyire az illeté
dolgok hasonlitanak idedikra. A PITAGORASZ-tétel sziikségszerten igaz a derék-
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sz0gl haromszogekre, mint idedkra, de csak kozelitGleg és esetlegesen a konkrét
derékszogti haromszogekre.

PLATON gondolataihoz kapcsolédik KANT is, akinek ma is meghatarozo sze-
repe van a matematika minden filozdfiai iranyzataban. Csak annyi a kiilénbség,
hogy van, aki hivatkozik ra és van, aki vitatkozik vele.

KANT szerint a matematikai fogalmak nem a tapasztalatbdl szarmaznak
(nem a posterioriak), hanem a tapasztalatot megel6z6en (a priori) keletkeztek
belsé belatassal, azaz intuitiv uton. Példaul a tér és idG fogalmai veliink sziiletett
szemléleti formak. Segitségiikkel a tudat a targyakat térben levGknek gondolja,
és id6ben egymaéasutan rendezi el.

Ez az elgondolas KANT ismeretelméletén alapszik, amely szerint a vilag ket-
t6s természetd. Egyrészt van a jelenségvilag, amely érzékelés utjan megismer-
hets, masrészt van a lényegvilag, amelyhez az érzékeléssel meg nem ismerhetd
ugynevezett magiban valé dolgok tartoznak. Ezeknek létezniiik kell, hisz a je-
lenségek mogott lenni kell valaminek, kiillonben , jelenség van, de nincs semmi,
ami megjelenik.” A matematika fogalmai is e lényegvildghoz tartoznak.

Az itéleteket a kovetkezSképpen csoportositja KANT:

1. Analitikus itéletek, amelyek a dolgokrdl nem adnak 1 ismeretet, alanyuk
tartalmazza az allitmanyt. Példaul: minden test kiterjedt.

2. Szintetikus itéletek, amelyek djat mondanak a dolgokrél, akir a jelen-
ségekrdl, akar a magabanvaldkrol.

KANT szerint létezik a priori szintetikus itélet, amely a magibanvalé dol-
gokrél ad 1j ismeretet, mas szoval létezik tiszta matematika. A matematikai
tételek, vagyis az a priori szintetikus itéletek igazsagat a belsd belatas (intuicio)
biztositja, amely veliink sziiletett képesség. A tiszta matematika targyét a térre
és id6re vonatkozo intuitiv és a priori konstrukciok adjak. Mas széval a tiszta
matematika a tér és id6 strukturdjat vizsgalja a tapasztalattol fliggetleniil.

A tiszta matematika alkalmazhatosagat az biztositja, hogy ami a priori intu-
itiv uton elgondolhatd, az a posteriori iton, azaz tapasztalatilag megkonstrual-
haté. Példaul egy haromdimenziés gomb gondolatilag, és ezért gyakorlatilag is
konstrudlhaté. Egy négydimenzios gomb logikailag ellentmondastalan fogalma
viszont csak posztulalhato, de intuitive, és ezért gyakorlatilag sem konstruél-
haté.

BROUWER tovabbfejlesztette KANT el6bbi gondolatait. Még a posztulalha-
tosdgat is tagadta azon fogalmaknak, amelyek tudatilag nem konstrualhatok.
Igy nem léteznek a végtelen halmazok sem, ami egytttal megoldja a koriikben
felléps ellentmondasok problémajat is.

Az ember el tud képzelni akirmilyen nagy természetes szamot, tehat el tud-
ja fogadni, hogy szdmuk potencialisan végtelen. De a természetes szamok hal-
mazét, mint lezart egységet, vagyis az aktuéalis (tényleges) végtelent senki sem
tudja elképzelni, tehat végtelen halmazok nem léteznek.

Szerinte a matematika a tapasztalattol fiiggetlen, nyelv nélkiili tudatteveé-
kenység. A tételek igazsagat a belss belatds (Onevidencia) biztositja. Ezért
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csak a konstruktiv bizonyitasok fogadhatok el, az egzisztencia bizonyitdsok nem,
mivel ezek a harmadik kizarasanak elvére (a trichotomia torvényére) épiilnek,
ami nem érvényes az intuicionista matematikdban. Ezért annak elddntésére,
hogy egy A allitas és tagadasa koziil melyik igaz, nem elég csak az egyiket
bizonyitani vagy cafolni: mindkett6t kell konstruktivan igazolni, illetve cafolni.
BROUWER a kovetkez§ példaval illusztralta érvelését. Tekintsiik a 0123456789
sorozatot és a m (végtelen nem szakaszos) tizedestort alakjat. Ez a sorozat vagy
eléfordul valahol 7 tizedestort alakjaban, vagy nem. Legyen n = 1, ha a sorozat
eléfordul és legyen n = 0, ha nem. Semmilyen moédszer nem all rendelkezésre
annak eldontésére, hogy n = 0 vagy 1. Tehat n nem konstrualhaté. Ezért sem
az az allitas, hogy a 0123456789 sorozat el6fordul 7 tizedestort alakjaban, sem
az allitas tagadasa nem igazolhato.

A tér ésid6 a priori szerkezetére (amelyet az euklidészi geometria ir le) épiilg
kanti intuicionista matematika alapjait a nemeuklidészi geometridk felfedezése
ingatta meg. Megddlt a geometriai intuiciéba vetett hit és ezutan igyekeztek
a matematikit nem a geometriai szemléletre, hanem az aritmetikara, vagyis
a természetes szamokkal valé szdmolésra visszavezetni. Ezt a torekvést Kro-
NECKER német matematikus igy fogalmazta meg: A természetes szamokat Is-
ten teremtette, minden méas az ember mtve. Egy masik német matematikus,
JACOBI szerint pedig: Isten mindig aritmetizal, mintegy visszautalva PLATON
hires mondasara: Isten mindig geometrizal. Ehhez kapcsolédva BROUWER is
a természetes szdmokat tekintette a matematikai konstrualas alapjanak, és az
egész matematikat az aritmetikara igyekezett visszavezetni. A természetes szé-
mok alapintuicié révén mindenki szdméara adottak, és ez az egész matemati-
ka kiindulépontja. Tehat az egész matematikat a természetes szamokbdl kell
konstruktive felépiteni. A matematikai objektumok mindaddig nem tekinthe-
t6k létezének, amig nincsenek véges sok lépésben megkonstrualva a természetes
szamokbol kiindulva. Annak kimutatasa, hogy nemlétezésiik ellentmondasra
vezet, nem elegends. A felépités megtehets szemléletesen az egységnyi mennyi-
ség ismételt duplazasaval, illetve az idGegység ismételt felezésével.

Az intuicionista szdméra a matematikai analizis j6 része eldoband6, mert
egyrészt végtelen halmazokkal dolgozik, masrészt sok benne a trichotémia tor-
vényére épiilG egzisztencia bizonyitas. BROUWER megkisérelt felépiteni egy intu-
icionista analizist végtelen halmazok és egzisztencia bizonyitasok nélkiil. Ebben
az analizisben példaul minden valos fiiggvény folytonos.

Logicizmus

Megalapozdéi az angol RUSSELL és a német FREGE, akik LEIBNIZ munkassagabol
indultak ki. LEIBN1Z a logikat olyan egyetemes tudoménynak tekintette, amely
minden més tudomanyt magaban foglal, tehat a matematika is a logika része.
Kétféle igazsagot kiillonboztetett meg:

1. Tényigazsagok. Ezek a fizikai valosag igazsigai. Véletlenszeriek, ellen-
tétiik is lehet igaz. Példaul: a papir, amire irok fehér. Az ilyen igazsigok
csak a mi vildgunkban érvényesek.
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1.2. 4bra. Az 1+1=2 dllitds logikai levezetése A matematika alapjai 362. oldaldn.

2. Eszigazsagok. Logikai alapelvekre épiilnek, és minden lehetséges vilagban
sziikségszertien igazak. Ilyenek a matematikai tételek. A matematika
alkalmazhat6 a mi vildgunkra, mert azt Isten Ggy teremtette, hogy arra
a tiszta matematika tételei alkalmazhatok legyenek. Ezért a mi vildgunk
,a lehetséges vilagok legjobbika”. Ezt az &llitast parodizdlja VOLTAIRE
Candide cimi regényében.

LEIBNIZ megteremtette a mai logikai jel6lésrendszer alapjait is. S6t megki-
sérelt kidolgozni egy egyértelmt logikai nyelvet a homélyos, félreérthets kéznapi
nyelv helyett. A logicista filozéfia LEIBN1Zhez kapcsolédva a matematikat nem
az aritmetikara, hanem a logikara akarja felépiteni a hamisnak bizonyult geomet-
riai szemlélet helyett. Azt kivantdk megmutatni, hogy a matematika pusztan a
logika tOorvényeinek alkalmazéasa. Akkor mar tudték, hogy a matematika vissza-
vezethet§ a halmazelméletre, amit azonosnak tekintettek a logikdval. Példaul
az A részhalmaza B-nek logikai megfelelGje egy implikacio: ha A, akkor B. A
shalmaz” helyett az ,0sztaly” megnevezést hasznaltak, ami logikai fogalom.

RUSSELL igy fogalmaz egy helyen: ,a tiszta matematika kizarolag olyan fogal-
makkal foglalkozik, amelyek kevés szamu alapvetd logikai fogalommal definiél-
hatok. A tiszta matematika minden allitasa levezethets kevés szamu logikai
alapelvbgl.” Ezt a logicista programot RUSSELL és WHITEHEAD dolgozték ki A
matematika alapjai cimi mdviikben, amely 1910-ben jelent meg. Ebben példaul
az 14+1=2 allitast is logikailag vezették le (1.2. dbra).

A logicista program kudarcit a halmazelméleti antinémisk felfedezése je-
lentette, amelyek koziil az els6t éppen RUSSELL taladlta meg. Elkeriilésiikre
kidolgozta a tipusok elméletét. Az alapobjektumok, amelyeket nem vetiink
logikai vizsgalat ala, O tipusiuak. Ezek tulajdonsagai 1 tipusuak. Az 1 tipusa
objektumok tulajdonsigai 2 tipustak, és igy tovabb. Azok a matematikai objek-
tumok, amelyek egyetlen tipusba sem tartoznak (pl. az 6sszes halmaz halmaza)
elhagyandok, igy az ellentmondasok elkeriilhetsk. Késébb talaltak olyan ellent-
mondéasokat, amelyek a tipusok elméletével sem kiiszobolhetSk ki. A kudarc
ellenére a logicistak oriasi munkat végeztek a matematikai logika kiépitésében
és az axiomatikus modszer tovabbfejlesztésében.
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Formalizmus

Ez az irdnyzat az intuicionizmussal és a logicizmussal valé vitdban sziiletett. F§
célja szintén az antinémidk kikiiszobolése és ezaltal a matematika kétségbevon-
hatatlan megalapozasa volt. Legf6bb képviselGje HILBERT.

A formalista filozofia szerint a matematika a formalis rendszerek tudomanya.
Fogalmainak és a bel6liik logikailag levezetett tételeknek nem kell jelentést tu-
lajdonitani. Ezeknek nincs tartalmuk, nem lehet kérdezni, hogy igazak-e. Csak
azt lehet kérdezni, hogy formailag helyes kovetkeztetésekkel adodtak-e.

A matematika igy egy formalis axiomatikus rendszerré valik, amellyel
szemben csak az ellentmondasmentesség a kovetelmény. (Ezzel kapcsolatban
BROUWER a kévetkezGket jegyezte meg: hidba bizonyitja be HILBERT, hogy pl.
a halmazelmélet ellentmondéstalan, ez nem valtoztat azon, hogy értelmetlen.
HILBERT replikdja: ,Senki nem tzhet ki benniinket abboél a Paradicsombél,
amit CANTOR teremtett szamunkra.) A hagyomanyos matematikiaban az ellent-
mondasok azért keletkeztek, mert az alapfogalmaknak és axiéméaknak jelentést
tulajdonitottak. Példaul a sikgeometridban 1év6 pont és egyenes alapfogalmak-
nak és mondjuk a ,,Bdrmely két ponton dt eqy egyenes hizhato” axibmanak nem
szabad szemléletes jelentést adni. Az allitas logikai értéke nem fiigg attol, hogy
milyen szemléletes tartalmat adunk a benne szerepls fogalmaknak. Nem fontos,
hogy pont és egyenes alatt mit értiink, helyettiik akar méas szavakat is hasznal-
hatunk. Példaul mondhatjuk, hogy ,,barmely két izén dt eqy mizé hizhats”.

Tehat barmely matematikai elmélet atirhaté egy jelekbdl és jatékszabalyok-
bol allo formaélis rendszerré. A matematika nem més, mint ilyen formaélis rend-
szerek tudoménya. Ugy is mondhatjuk, hogy a formalista szaméara a matematika
a formalis levezetések tudomanya, amely axiémékbol logikai kdvetkeztetésekkel
tételeket készit. Ezeknek mindaddig nincs tartalma, amig nem interpretaljuk
Gket. Példaul a pont és egyenes szavakat a szokdsos moédon. Ekkor méar lehetnek
igazak vagy hamisak az adott interpretacioban.

A szézad kozepére ez az irdnyzat valt uralkodova a matematika filozo-
fisjaban. Hatésa kimutathaté az .4 matematika” tankonyveiben is. Ezekben
taltengett a halmazelméleti-logikai formanyelv, a formalis logikai megkdzelités,
gyakran mogottes tartalom nélkiil. A bizonyitasok mellett hattérbe szorult a
példéikon és ellenpéldikon valo fejlédés bemutatasa, ami pedig az é16 matema-
tika fontos sajatossaga.

A formalizmus ma visszaszoruloban van, amit az is elGsegitett, hogy sor-
ra sziilettek olyan eredmények, amelyek megmutattak a formalis axiomatikus
modszer, vagyis a matematika biztos alapokra valé helyezésének korlatait. Nem
sikeriilt az axiémarendszerek ellentmondasmentességét bizonyitani, megmutat-
tak eldonthetetlen problémak létezését, és igy tovabb.

A Lakatos-féle iranyzat

A magyar szarmazasti LAKATOS IMRE az Gtvenes években Anglidban dolgozta
ki tudoményfilozofidjat, amelyet a Bizonyitdsok és cdfolatok cimmel magyarul
is megjelent kényvében publikalt.
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Nézetei szorosan kapcsolodnak KARL POPPER tudomanyfilozéfiai és POLYA
GYORGY modszertani gondolataihoz. Elvetette a biztos alapok és kétségbevon-
hatatlan bizonyitésok keresésére iranyulo torekvéseket, azok kudarca miatt. Kri-
tikdja elsGsorban a formalizmus ellen irdnyul, mert az elszakitja a matematikat
annak torténetétsl. Lakatos az él6, fejl6ds, nemformalis matematikat vizsgal-
ta, nem a formaélis rendszerekbe bekényszeritett, halott, formalis matematikat.
A nemformalis matematika nem a kétségbevonhatatlanul bebizonyitott tételek
szamanak novekedése révén fejlédik, hanem a feltevések sziintelen helyesbitésé-
vel, az elmélkedés és a kritika, a bizonyitdsok és cafolatok logikaja segitségével.

Filozofiai hattéril az a popperi felfogés szolgalt, hogy a tudomany torvényeit
nem lehet bizonyitani — és ez alél a matematika sem kivétel. Egy elmélet fel-
tevésekbdl, talalgatasokbol indul ki, majd préobara teszik, kétségbevonjak, és
ha kiall minden prébéat, akkor dtmenetileg megalapozotta valik, de soha nem
bizonyitotta. Lehet, hogy egy tudoméanyos elmélet objektive igaz, de ezt teljes
bizonyossaggal soha nem tudhatjuk. Ezen pesszimista nézet alapjaul az elméleti
természettudoméanyokban és a matematikiban felbukkant ellentmondésok, il-
letve kikiiszobolésiikre irdnyuld torekvések kudarca szolgalt. Sokan tugy fejezték
ki kételyiiket, hogy a matematikiaban csak azért hihetiink, mert mikodik. Igy
az érdekl6dés a formalis matematikatol az ,empirikus” matematika felé fordult.

Lakatos felfogdsaban a matematika nem tévedhetetlen, éppen a kritikatol
és helyesbitésektdl fejlédik. Egy sejtésbdl kiindulva parhuzamosan keressiik a
bizonyitésokat és ellenpéldikat, amelyek Osszefiiggenek: az 0j bizonyitasok régi
ellenpéldakat magyaraznak, az 4j ellenpéldak régi bizonyitasokat ingatnak meg.

Ez az elemzés nem a formalis matematikira alkalmazhat6, amelyet nem
sikeriilt senkinek felépitenie, hanem az é16, fejl6dé matematikira, amivel az
iskolaban a tanaroknak és didkoknak talalkozni kell(ene). Lakatos konyvében a
kifejtés modjaul - nem véletleniil - egy tanar-didk dialégust valasztott.

A Bizonyitdsok és cdfolatok megadja a matematikai felfedezésnek, vagyis a
nemformaélis matematikai elméletek fejl6désének séméjat is. Ez a kovetkezd
szintekbdl all:

1. Primitiv sejtés.

2. Bizonyitds. Egy durva gondolatkisérlet vagy érvelés, amely a primitiv
sejtést részsejtésekre vagy lemmakra bontja.

3. Globalis ellenpéldak (a primitiv sejtéssel szembeni ellenpélddk) meriilnek
fel.

4. A bizonyitas ismételt vizsgalata: azonositjak a ,blinés” lemmat, amelynek
a globalis ellenpélda helyi ellenpéldaja. Ez a biin6s lemma koradbban eset-
leg rejtett maradt, vagy tévesen azonositottdk. Most explicitté teszik ezt
a lemmaét és feltételként beépitik a primitiv sejtésbe. A tétel — a helyes-
bitett sejtés — felvaltja a primitiv sejtést. Ennek legf6bb 4j jellemzgje az
1], bizonyitasbol szarmazo fogalom.

Ez a négy alapszint, amelyre még tovabbi szintek épiilhetnek:
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5. Megvizsgéljak més tételek bizonyitasait, hogy megnézzék, elGfordul-e ben-
niik az Gjra megalapozott lemma vagy az 1j, bizonyitasbdél eredd fogalom.
Esetleg megallapitjak, hogy ez a fogalom kiilonb6z6 bizonyitasok met-
széspontjaban taldlhato, s ennélfogva alapvets jelentGségi.

6. Ellenérzik az eredeti és most megcafolt sejtés mindeddig elfogadott kovet-
kezményeit.

7. Az ellenpéldédkat uj példakka valtoztatjak, ami révén 4j vizsgalati teriiletek
tarulnak fel (1.3. dbra).

Naiv préba

Lokalis ellenpélda Usraforalmazas
figyelembevételével Jratos ?
Globalis ellenpélda J
figyelembevételével

1.3. abra. A matematikai felfedezés LAKATOS-féle sémdja.

1.4. A matematika fejlodésének szakaszai

A matematika torténetét tGbben és tobbféle szempont szerint osztottak korsza-
kokra. Az itt kozolt felosztas kozel all a leginkabb elfogadotthoz.

Empirikus matematika (Kr. e. VI. szazadig)

Ez a korszak az emberré valas koratol (a kokorszakoktol) a gordg matematika
megjelenéséig tartott. Ekkor alakultak ki hosszu folyamatok soran a legegysze-
riibb matematikai fogalmak, mindenekelGtt a szam és az alak fogalma. Majd
ezekbdl kifejlédott egy egyszertd aritmetika és geometria. Megjelentek az algebra
csirai is.

Az empirikus jelz§ arra utal, hogy a matematikat az induktiv tapasztalat-
szerzés jellemezte, a megoldandé feladatok zommel gyakorlatiak voltak. Kiala-
kulnak bizonyos eljarasok (tégy igy és igy, akkor kapod az eredményt), de nincse-
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nek altaldnos, elméleti jellegi megallapitasok, és {6leg nincsenek bizonyitasok.
A matematika még nem 6néllo, személyekhez kothets tudoméany.

A legfontosabb eredmények a folyammenti civilizaciokban sziilettek, vagyis
Egyiptomban (Nilus), Babilonidban (Tigris és Eufratesz), valamint Indidban
(Indus és Gangesz) és Kindban (Hoang-ho és Jangce). A korszak végén mar
ismert volt a hagyoméanyos altalanos iskolai anyag.

Az elemi matematika kora (XVII. szazadig)

A g6rog matematikdban megtortént a maig legnagyobb fordulat a matematika
torténetében: gyakorlati, induktiv tudomanybol elméleti, deduktiv tudoménnya
valt. Megjelentek az altaldnos tételek és bizonyitasok. EUKLIDESZ pedig megad-
ta az akkori matematika egységes axiomatikus felépitését.

T6bbszoros absztrakciokkal tovabb folytatodott a matematikai fogalomrend-
nek jelolésrendszerét az italiai matematikusok alakitottdk ki. Egy egyenletben
az r ismeretlen, de allandé mennyiséget jelolt, ezért szokas ezt a korszakot az
alland6 mennyiségek matematikijanak nevezni.

A matematika 6néll6 tudomannya valt és megsziint személytelen volta. Az
elsé név szerint ismert matematikus THALESZ volt. A korszak atdleli az antik
(gbrog-romai) okort, a kozépkort és a reneszanszt. A fejlédés foldrajzi utja
a gorog vilagtol Perzsidn at Indidba, majd onnan arab kozvetitéssel elGszor
Italiaba, végiil Nyugat-Eurdpéba vezetett.

A kor {6 eredményei k6zé sorolhat6 a helyiértékes hindu-arab szamiras elter-
jedése, a trigonometria 6néllosulasa, az algebrai jel6lésrendszer kialakulasa, a
logaritmus felfedezése, a harmad- és negyedfokt egyenletek megoldasa. Termé-
szetesen a gdrog matematika mar emlitett nagy teljesitménye mellett. Osszes-
ségében véve kialakult a hagyomanyos kozépiskolai tananyag.

Ujkori matematika (XIX. szézad kozepéig)

Kezdetét az jelzi, hogy DESCARTES bevezeti a valtozé mennyiségek, majd a
fliggvény fogalmat. Egyszertien szélva az egyenlet = és y ismeretleneibdl egy
fliggvény valtozoit képezte. A fliggvények és az altaluk leirt jelenségek vizs-
galatara NEWTON és LEIBNIZ megteremtette a matematikai analizist, kbzelebb-
rél a differencial- és integralszamitast. Ezutan kialakult a differencidlegyenletek
elmélete, mint a természeti jelenségek matematikai elemzésének eszkéze.

Ahogy egykor a gorogdk geometrizaltak az algebrat, DESCARTES koordiné-
tarendszere lehet6vé tette a geometria algebrizalasat. Onallé tudomannya valt
a szamelmélet, folytatédott a magasabbfoku egyenletek vizsgalata, bevezették
a valdszintiségszamitas alapfogalmait. Mégis elsGsorban az analizis fejlédott
és differencialodott. A logikai szigorusig nem jatszott elsGdleges szerepet, az
igazolast inkabb a gyakorlat oldalarol vartak. Az analizis fogalmi megalapozat-
lansaga csak késébb okozott problémakat. A korszaknak szinte jelképe EULER,
aki miiveiben 6sszefoglalta kora matematikai ismereteit.
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A tudomany koézpontja ekkor mar Nyugat-Eurdpa. ElGszér Anglia, majd
Franciaorszag, végiil Németorszag tekinthets centrumnak. Ez a kor a klasszikus
kapitalizmus korszaka, amely az angol polgari forradalomtdl, a felvilagosodason
és a nagy francia forradalmon keresztiil, a XIX. szdzad kozepi forradalmakig ivel.
A korszak végére kialakult a hagyoményos (mtiszaki) felsGoktatéasi tananyag.

A modern matematika korszaka

Kialakulasa Gsszefiigg a matematika egyfajta valsagaval. Ez elsGsorban a nem-
euklidészi geometriak felfedezésében nyilvanult meg, amely kihtzta a szem-
léletességet, mint biztos alapot a matematikusok ldba alél. Az analizis meg-
alapozatlansaga is egyre tobb ellentmondéasra vezetett. Kialakult egy igény az
alapok tjragondolaséra, a nagyobb szabatossagra. Igyekeztek mindent axioma-
tikusan felépiteni, és a geometria helyett az aritmetikara visszavezetni. Késébb
a halmazelméletre (logikara) valé alapozéas valt a jellemzévé. Még ma is ez a
{6 tendencia a halmazelméleti antinémidk, illetve az axiomatikus moédszerrel
kapcsolatos problémék ellenére is.

Egy igen magas fokt absztrakcio keretében megvalésuléban van a matema-
tika halmazelméleti egysége, f6leg a BOURBAKI csoport munkassiaga nyoman. A
matematika egységes abban az értelemben, hogy minden adgaban halmazokkal
és halmazok kozotti relaciokkal foglalkozik. A halmazok lehetnek ponthalma-
zok, fiiggvényhalmazok, szamhalmazok, stb., a relaciok lehetnek specidlisan
leképezések, operatorok, miiveletek stb.

Ha egy halmazon miiveleteket értelmeziink, amelyek bizonyos tulajdonsa-
gokkal rendelkeznek, akkor kiilonb6z6 algebrai struktirdkhoz jutunk. Ezeknél
altaldnosabb a relaciés struktura fogalma, amikor a halmazon valamilyen tu-
lajdonsagu relaciok adottak, mivel a mitvelet specidlis relaciénak tekinthetd.
Pontosabban: egy n-ér mivelet meghatéaroz egy (n + 1)-ér relaciot.

Egy halmaz absztrakt térré is tehetd, ha benne geometriai jellegd tulajdonsa-
gokat értelmeziink bizonyos leképezések (funkcionalok, operatorok) segitségével.
Igy jutunk a metrikus tér és topologikus tér fogalmahoz.

A jelenlegi matematikai fogalomalkotas csiicsainak tekintheték a mitivele-
tekkel, relaciokkal és térszerkezettel egyarant ellatott halmazok. Példaul egy
rendezett topologikus csoport egy olyan halmaz, amin adott egy relacié, amelyre
nézve a halmaz rendezett, egy binér mivelet, melyre nézve csoport, valamint
egy 6nmagéba val6 topologikus leképezés, amelyre nézve topologikus tér.

A modern matematika tovabbi jellemz& vonasai:
a) nagyfoku differencialodés és integralodas,

b) altaldnossé vélik az axiomatikus modszer,

o

d

)
)
) szétvalik a tiszta és alkalmazott matematika,
) kibgviil a matematika alkalmazasi kore,

)

e) halmazelméleti-logikai jelrendszer elterjedése.
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A tudoményos kutatdsok centruma ma az USA, de bizonyos részteriileteken
més orszagok is jatszanak vezet$ szerepet. A matematikai kutatasok egyik al-
centruma Magyarorszag. A kutatisok nemzetkozivé valasival egyre nehezebb
szétvalasztani egy-egy eredményben az orszagok, sokszor még az egyes tuddsok
szerepét is. Korunk latinja, vagyis a tudomanyok nemzetkdzi nyelve az an-
gol. A gépi nyelvek fejlédése taldn valora valtja egyszer LEIBNIZ alméat: egy
egyértelmi tudoményos nyelv kialakulasat. De errél majd egy késébbi kor tu-
doménytorténészei fognak irni.

Végezetiil soroljuk fel a mai matematika f6bb agait, megjegyezve, hogy
néhany részag besorolasa és elnevezése vitatott: 1. matematikai logika, 2. hal-
mazelmélet, 3. szamelmélet (elemi, algebrai, analitikus, geometriai), 4. algebra
(klasszikus, absztrakt, linearis) 5. geometria (euklidészi, nemeuklidészi, ana-
litikus, projektiv, abrazolo, differencial), 6. analizis (valés, komplex, Fourier,
funkcional), 7. topologia (leird, kombinatorikus, altalanos), 8. kombinatorika
és gréafelmélet, 9. valoszintiségszamitas (matematikai statisztika, jatékelmélet,
informéciéelmélet), 10. matematikai optimalizdlds (matematikai programozéas,
kibernetika, vezérléselmélet).

Ez utébbi 4g elnevezése és besorolasa a legvitatottabb, lévén a legfiatalabb.
Szokas operaciokutatasnak is nevezni és idesorolni a jatékelméletet, valamint a
kibernetika részének tekintve az informéaciéelméletet.

A szamitogéptudomanyt ma mar 6nallé dgnak tekintik (de sokan a matema-
tikai optimalizalas részének tartjak) és hozza soroljak a numerikus, grafikus és
gépi modszerek elméletét.
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1.4. 4bra. A régi és az uj harca a matematikdban. Az abakuszos és az irdsbeli szdmoldsi
mddszer versenye egy Tégi metszeten.
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Empirikus
Kr. e. VI. szazadig

Elemi
XVII. szazadig

Ujkori
XIX. sz. kozepéig

Modern
napjainkig

elsédleges
316 1
3 balta 2

3 almz>@

szédm betd
1/2 a
2/3 b

y =22+ 22
i/ ~

egyenlet

T : ismeretlen

valtozo

Y

@

valos fliggvény

y=sinz

\
figgvény

flz) =2>+22

x : valtozo

tetszoleges fv.

—y = f(x)
/

fliggvénytér

(topologia)

— T'(z)

polinomgytiri
(algebra)

x: hatarozatlan

1.6. abra. Néhdny példa absztrakciora.

Gyakorlatok

1. Gyiijtsiink példakat az altalanosito és egyszeriisits absztrakciora, valamint egyéb
fogalomalkotasi mddszerekre a matematikaban.

2. Bizonyitsuk be analitikus és szintetikus modszerrel a kovetkezd allitast: egy
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derékszogi haromszégben

m2 a2 b2

(a, b: befogdk; m.: atfogohoz tartozd magassag).

3. Keressiink tovabbi példakat az analitikus és szintetikus bizonyitasra.

(a) Minden siknégyszog négyzet.
(b) A kilenccel oszthato egész szamok harommal is oszthatok.

¢) Tetszleges derékszogt haromszogben ¢ = a® + b2,
g g g

5. A 4. gyakorlat melyik pontjaban lesz a feltétel sziikséges, elegendd, sziikséges és

elegendd.

rekten.

7. Gyitjtsiik 6ssze, hogy fdiskolai tanulményaink soran milyen axiémarendszerekkel

talalkoztunk.

8. Formalizaljunk sz6vegesen megadott definiciokat és tételeket az altalanos iskolai

és foiskolai anyaghol.

9. Mutassuk ki a kapcsolatokat Lakatos Imre és Polya Gyorgy modszertani elvei

kozott.

Irodalom

I. Altalanos matematikatérténeti mivek

1]
2]
3]

4]
[5]
[6]
[7]
18]
[9]

Bitay Laszl6: Matematikatorténeti mozaik. Dacia Konyvkiado, 1984.
Kofler, E.: Fejezetek a matematika torténetébél. Gondolat, 1965.

Lévardi Laszl6—Sain Marton: Matematikatorténeti feladatok. Tankonyvki-
ado, 1982.

Ribnyikov, K. A.: A matematika torténete. Tankdnyvkiado, 1968.

Sain Marton: Nincs kirdlyi ut! (Matematikatérténet). Gondolat, 1986.
Sain Méarton: Matematikatorténeti ABC. Tankonyvkiado, 1987. 5. kiadés.
Struik, D. I.: A matematika rovid torténete. Gondolat, 1958.

Szerényi Tibor: A matematika fejlédése. Tankonyvkiado, 1975. Jegyzet.

Szasz Gabor: A matematika fejlédése. Tankonyvkiado, 1968. Jegyzet.
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Il. A matematikaval foglalkozé miivek
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[13] Radamacher, H.—Toeplitz, O.: Szdmokrél és alakzatokrél. Tankonyvkiado,
1953.
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[15] Russell, B.: Miszticizmus és logika. Magyar Helikon, 1976.
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[17] Vekerdi Laszlo: A matematikai absztrakcio térténetébsl. Kriterion Konyvki-
ado, 1972.
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2. fejezet

Az empirikus matematika

Nem tulzas azt allitani, hogy a matematika egyidés az emberiséggel. Mar az
emberré valdssal egyiitt kezdtek kialakulni olyan képességek, mint kiillénbségté-
tel kiillonb6z6 halmazok és alakok kozott, amelyek a szam és alak fogalmak
kialakulasanak eltfeltételei. A matematika keletkezésének errdl a korai korsza-
karol ismereteink nincsenek, csak feltevéseink. Tehédt megéllapitasainkkal na-
gyon Ovatosan kell banni és semmiképpen sem szabad Gket beleerdltetni vala-
milyen ideologiai prekoncepcioba. A kskorszakokbol mér vannak kozvetett for-
rasaink, a késGbbi irott térténelem korabdl pedig irott dokumentumok is allnak
rendelkezésre.

2.1. A matematika keletkezése

Az emberré valas kora a csiszolatlan kékorszak (paleolit) idejére tehets, ami
koriilbelidl Kr. e. 500 000-t61 Kr. e. 10 000-ig tartott. Ekkor jon ra az ember
a tiiz hasznalatara, gytjtogets, majd vadaszé életmodot folytat. Valamilyen
vallasi ritus megléte is feltételezhets. Ekkor kezdddott meg a szam és alak
fogalméanak kialakulasa.

Ebbdl a korboél kdzvetlen forrdasaink nincsenek. Az irédsbeliség el6tti idék
matematikijanak vizsgilatidban az alabbi kozvetett forrdsokra tamaszkod-
hatunk:

a) régészeti leletek, barlangrajzok;
b) kékorszakbeli viszonyokat titkrozd torzsek megfigyelése;

c) a matematika kialakuldsa a gyerekeknél (az egyedfejlédés és a fajfejldés
kapcsolata);

d) a szamnevek és egyéb elnevezések etimologiai elemzése.
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Az ember valoszintleg még a tliz hasznalatanak felismerése elétt, kb. 300 000
évvel ezel6tt tett szert a halmazok kozti kiilonbségtétel, majd a kiilonboz6 hal-
mazokban levs kézos vonas (az azonos szamossag) felismerésére. Ez is t6bb
lépésben tortént. ElGszor az egy és sok kozott tudott az ember kiilonbséget
tenni. Eszrevette, hogy kiilonbség van egy és sok ember, egy és tobb targy,
sth. kozott. Ezek parba allitasaval rajott a megfeleltetés fogalmara. Ezutan fel-
ismerte, hogy megfeleltethetSk egymasnak kételemti halmazok is. Két kéz parba
allithatd a két szemmel, két kavicesal sth. Kovetkezs fokozatként rajott, hogy
mindezek parba allithaték mondjuk két ujjunkkal. Egy ilyen ,altalanos egyenér-
tékes” felismerése mar tiikrézi annak megsejtését, hogy ezekben a halmazokban
van valami kozos: az azonos szdmossig. De ennek explicit megjelenéséig még
hosszt id§ telt el.

Az 1 — sok, illetve 1 — pdr (2) — sok megkiilonboztetésének fokozatan min-
den nép dtment. Ezt nyelvi emlékek is 6rzik, bar a szdmnevek csak joval késébb
jelentek meg. Sok mai nyelv is megkiilonbozteti az egyes, a kettes és a (ketténél
t6bb) tobbesszamot. Ilyenek a sémi nyelvek (héber, arab, stb), valamint rokon
nyelveink koziil a vogul. Gordgiil az allam polisz, a két allam polei, a ketténél
tobb allam poleisz. Arabul a tanidr mudarrisz, két tanar mudarriszani, t6bb
tanar mudarriszina. Ez a megkiilonboztetés az igeragozasban is megmaradt:
jaktub — valaki ir; jaktubani — (ketten) irnak; jaktubtina — (ketténél tobben)
irnak.

Primitiv torzsek életének megfigyelése is aldtamasztja a fentieket. MUNGO
PARK angol utaz6 a XVIII. szazadban talalkozott olyan afrikai térzzsel, amely-
nek tagjai — ahogy irja — valésaggal konnyeztek a megersltetéstsl, ha valamirsl
azt akartdk mondani, hogy t6bb ketténél. Kezdetben a gyerek is szivesebben
mond ketts meg egyet, mint harmat, ha harom targyat lat.

A szamsor kialakulasdban az 1 — sok, 1 — pdr — sok utdn donts lépés
volt a 3 megjelenése, mint 6néll6 szdm. A hirom megsziintette a par szem-
léletes egységét, amelyet a magyar nyelv is &riz: egyesszadmot hasznél a paros
testrészekre. Ezutdn a par mar ugyanolyan szdmmé (kettévé) valik, mint a
harom, vagy az egy. Ez lehetévé tette a tovabbszamlalast, ami kezdetleges
kettes, illetve harmas szamrendszerek kialakuldsahoz vezetett. A kettes rend-
szerben a kettd, a hdrmasban a harom a kitiintetett egység, a tovabbszamlalas
alapja. A harom ilyen szerepét is Grzik nyelvi emlékek, mesék. A francia a
nagyon jot haromszorosan jo (trés bien) alakban fejezi ki. A magyar mesékben
mindig harom fit van, harom a magyar igazsig, és igy tovabb.

Az ausztraliai torzsek kozott talaltak példat, mind a kettes, mind a harmas
szamrendszerre:

kettes hérmas
1 enea 1 mal
2 = petcheval 2 = Dbulan
3 = petcheval-enea 3 = guliba
4 = petcheval-petcheval || 4 = bulan-bulan
5 = bulan-guliba
6 = guliba-guliba
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A rendszert tovabb nem épitették ki, ezek utan mar a ,sok” kovetkezett. A
szamolas természetesen nem fejbsl, hanem ujjak segitségével manipulativ tton
tortént.

A szdmfogalom kialakuldsa joval megel6zte a szamnevek megjelenését. Az
elvont szdm fogalma mér megvan, amikor kialakul a halmazok 6sszehasonlitasa-
nak (kevesebb — t&bb), majd az 1 — 1 megfeleltetésének képessége, fiiggetleniil
a megnevezés és a megszamlalas képességétol.

Egy torzsnél az a szokas, hogy az lesz a torzsféndk, akinek a legtobb kecskéje
van. Szemre kivalasztjak a két legesélyesebbet, majd egy kardmba egyenként
felvaltva beengedik a kecskéiket. Akinek el6bb fogy el a kecskéje, az vesztett.

Egy cejloni 6si népcsoport tagja igy szdmlalja meg kdkuszdioéit. Sorba rakja a
diokat, mindegyik mellé tesz egy pélcikit és mindig mondja: az egy. Szamnevei
ugyanis nincsenek, nem tud szdmolni, mégis megszamléalta didit: leképezte Gket
a palcikdk szdmara. Ha megkérdezik t6le, hdny dioja van, akkor rdmutat a
pélcikakra és azt mondja: ennyi. A hidnyt hasonléan éllapitja meg.

Ujabb lépcssfok a fejlsdésben az, amikor a palcikak, ujjak, kavicsok szerepét
atveszik a csomok és rovasok, amelyek mar a szamiras el6zményei. Szakmodszer-
tani kifejezéssel élve: ekkor attérnek a manipulalasrol a szemléltetésre. Erre a
legrégibb bizonyiték egy 30 000 éves farkaslabszarcsont (2.1 dbra), amit a csehor-
szagi Vestonicében talaltak 1937-ben. A csontra 55 rovés van felvésve, ebbdl 25
6t0s csoportokban, amit lezar egy hossza rovatka, majd aj sorozat kezdédik 30
rovatkaval. Hasonl6 csontot taldltak nemrégiben Zaire-ban is, amely 8000 éves.
A csontok rendeltetését nem ismerjiik, de a leletekbdl kideriil, hogy a szam-
adatok rogzitésére szolgédld igény kordn megjelent az emberiség torténetében,
bizonyosan az egyéb informacidk rogzitésére tamasztott igény eltt.

2.1. abra. A legrégebbi szdmrovdsos lelet, 30 000 éves farkasldbszdresont 55 = 25 + 30
rovdtkdval.

A szamrovas megelGzte a szamok elnevezését is. Ez nem is meglepd:
koénnyebb rovasokat vésni (1 targy = 1 rovas), mint kiilonboz6 szamokat ne-
vekkel pontosan azonositani. Ez csak joval késgbb, a csiszolt kékorszakban (ne-
olit) tortént meg. Azt is allithatjuk, hogy a szamrovas és szamfogalom régebbre
datalhato, mint az elsg technikai talalmanyok: a fémek, illetve a kerék alkalma-
zasa (a kerék feltalaloinak a sumérokat tartjak).

Felmeriilhet még az az inkdbb filozofiai probléma, hogy miért alakult ki a
szamfogalom? Materialista alapéllasbol erre a valasz az, hogy az ember gyakor-
lati sziikségletei miatt. A csere és termelés meginduldsaval sziikségletté valt a
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szamolas, ezért kialakult a szamfogalom. A miérteket persze lehetne folytatni,
példaul miért alakult ki a termelés?

Van olyan elmélet is, amely szerint a szamolas rituélis eredetd. Az &si ritu-
sokban a torténések és a szerepl6k meghatéarozott sorrendben kovették egymaést.
Ebbgl keletkezett a szamolds (sorszamozés) sziikségessége, vagyis a sorszam
elébb keletkezett, mint a tGszam. Indoklasul azt szoktdk felhozni, hogy a vilag
minden ismert régi civilizacidojaban megkiilonboztették a férfi és néi (természe-
tes) szamokat. A paratlanok mindeniitt a férfi, a parosak pedig a néi szamok
voltak. A Biblia szerint is Isten el6bb teremtette a férfit, majd utdna méa-
sodiknak a nét. Ez az elmélet nem zarja ki, hogy a szamfogalom a Fold egy
adott pontjan keletkezett, majd innen terjedt el. A ma legelfogadottabb humén-
genetikai elmélet szerint az emberiség egy t6rél, valahol Afrikabol ered. A mai
genetikai modszerekkel ki lehet mutatni, hogy a fejlédés soran hogyan ,,0szt6-
dott” az emberiség.

Szoba johet még az idGszamitas is, mint a (sor-) szamfogalom kialakulasanak
elémozditoja. Minden primitiv nép igyekezett valahogy id6t szamolni, a napok
egymésutinisdgat megragadni, és naptart késziteni.

A geometriai alapfogalmak kialakulésa is a paleolit korban kezd6dott alak-
felismerésekkel (egyenes fa, kerek hold, stb.) és térbeli tajékozodassal (alat-
ta, felette, kozotte). Ezekbdl a neolit korban alakult ki a geometriai alakzat
fogalma, valamint az egyéb geometriai alapismeretek. Az akkori leletek (bar-
langrajzok, hasznalati targyak) mutatjak az egybevagosag, a szimmetria és a
fontosabb geometriai alakzatok ismeretét. Ezek a valésidgban meglévs dolgok
megfigyelésébdl absztrahalodtak.

Feltehets itt is a ,hogyan keletkezett a geometria?”’ filozéfiai problémaja.
Keletkezhetett gyakorlati sziikségszertiséghdl, de a rend és a harmoénia iranti
esztétikai érzékbdl, valamint a szép élvezetébdl, amelyek a mai napig inspiraljak
a matematikusokat. A rituélis eredet sem kizart. A régi vallasokban az oltarak,
templomok, sirok (lasd a piramisokat) épitésére pontos elsirasok voltak. Négy-
zet, téglalap, trapéz, kor alaptiaknak kellett lenniiik, s6t méreteikre megadott
aranyok voltak elgirva. Az alapéleknek sokszor valamilyen égtaj iranyaba kellett
mutatniuk.

A esiszolt kékor (neolit) kortilbeliil Kr. e. 10 000-t61 az elsé civilizaciok meg-
jelenéséig tartott, azaz koriilbeliil Kr. e. 3500-ig. Ebben a korszakban mar szer-
vezett élelemtermelés és csere folyik. Kialakul a beszéd, ezzel egyiitt a szam-
nevek, majd az igazi szamrendszerek. Ennek a folyamatnak is tobb fokozata
van. Kezdetben nemcsak a szam absztrakt fogalméanak, hanem més fogalmak-
nak szébeli kifejezGje sem volt meg. Ezért hasonlatokkal éltek. Ha azt akartik
mondani, hogy egy targy fekete, akkor azt mondték, olyan mint a korom. Ha-
sonl6an, ha valamibdl 6t volt, akkor azt mondték: annyi, mint a kéz.

Késsbb a szamnevet melléknévként hasznaltak: két fa. Mas sz6t hasznal-
tak a szamra, aszerint, hogy mire vonatkozott. Ennek emlékei a mai magyar
nyelvben és gondolkodasban is megvannak. Hogy ketts van valamibél azt t6bb
szoval is ki tudjuk fejezni, és ezek csak bizonyos dolgokhoz illenek: két, dupla,
kettGs, par, iker, duett. Cip§ esetén par cipérél, kavénal dupla kavérodl, kettés
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sziilésnél ikrekrdl, éneklésnél duettrdl beszéliink. De furcsa lenne az ikerkavé, a
dupla gyerek, a cip6 duett stb. szokapcsolat. Hasonlé jelenséget talalunk més
nyelvekben is.

Végiil valamilyen egyenértékes nevével azonositottdk a szdmokat. Az 6su-
mérban az 1 neve ,férfi”, a 2 neve ,nG”. Az dindben az 1=holl6, 2=szem. Végiil
a szam absztrakt fogalmaval egyiitt ezek az elnevezések mddosultak, jelentésiik
elhomaélyosult és megjelent az absztrakt szdmnév. A szamnevek eredeti jelen-
tését csak elmélyiilt etimoldgiai kutatasokkal lehet valészintisiteni. Sok esetben
a szdmnevek a testrészek neveibdl szarmaznak a testrészeken (fSleg ujjakon)
val6 szdmoléas miatt.

A neolit korszak végének matematikai szinvonalat lemérhetjiik a braziliai
bakairi indidnok példajan, akiknél a mult szdzad végén egy német expedicid
jart. Szamneveik a kovetkezsk voltak:

= tokéle = ahéage ahége
= ahage 5 = ah&ge ahage tokale
= ahdge tokéle (vagy ahevao) 6 — ah&ge ahage ahage

Ha egy kukoricaszemet tettek eléjiik, rogton ramondtak: tokile, és megérintet-
ték a szemet bal keziik kisujjaval. Ha két szemet kellett megszamlélniuk, akkor
elébb Gsszetoltak azokat, megfogtdk jobb keziikkel a bal kéz kis- és gytrtsujjat,
s csak azutdn mondtdk: ahage. Harom kukoricaszemet elGszor kettére és egy-
re osztottak, megérintették a két szemet az el6bbi két ujjukkal, és mondtak:
ahage, majd a maganyos szemet megérintették a bal keziik kisujjaval, a méasik
kett6hoz tolva mondték, hogy ,tokile” majd rogton utana ,.ahage tokale”. Ujjaik
hasznélataval igy el tudtak szdmolni hatig, a tobbire azt mondtak ,méra” (sok).

A bakairi indidnnak annak elmondésahoz, hogy kivagott 5 fat, hirom mon-
datra volt sziiksége: Kivagtam 2 fat. Ujra kivagtam 2 fat. Kivagtam még
egyet. Hogy hany napig tartott egy ut, azt igy magyaraztak. A jobb kéz lassan
emelkedve egyenletes haladassal ivet irt le keletrél nyugatra, aztén hirtelen a bal
arcra nyomoédott, egy darabig ott maradt, kézben a szem faradtan lehunyé6dott.
Majd az egész kezd§dott el6rsl a masodik nappal. Ha kdzbekérdezéssel vagy
méas moédon megzavartak a mesélst, akkor az egészet kezdte elslrél.

2.2. A szamrendszerek kialakulasa, a szamiras kezdetei

A kettesre és harmasra épiil§ kezdetleges szamrendszerek utan az okori civi-
lizaciéban igazi szdmrendszerek alakultak ki. Nagyobb szidmok megszamlalasa
mar csak tObbszords csoportositassal volt lehetséges, ami minden szdmrendszer
kozos alapelve. Az alapszam (csomoOszam) megvalasztdsa mar lehet eltérd.

A szamrendszerek tobbnyire a testrészeken vald szamolasbol alakultak ki,
ami magyardzza a tizes, htszas, 06tds szdmrendszerek gyakorisidgit. Nehezebb
magyarazni a tizenkettes, a hatos és a hetes szdmrendszerek eredetét.
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Tekintsiik 4t most réviden, milyen szamrendszerek alakultak ki a torténelem
soran a tizes mellett. Megjegyezziik, hogy ugyanazon nép egyidében tobb szam-
rendszert is hasznalhatott kiilonb6z6 célokra.

Az §tds szamrendszer tisztdn csak egyes délamerikai torzseknél talalhato
meg, az egy kézen valo szamlalas orokségeként. Ok igy szamolnak: 1, 2, 3, 4,
kéz, kéz, és egy, kéz és kettd, stb. Mas népeknél az 6t6s rendszer keveredik a
tizessel vagy huszassal. A romai szamjegyek is az 6tos és a tizes szamrendszerek
keveredését mutatjak.

A hatos szamrendszer egyes észak-afrikai torzseknél hasznalatos, helyenként
keverve a tizenkettessel. A nyelvészeti kutatasok szerint a finnugorok is hatos
szamrendszerben szamoltak valamikor. Ezt az 1-6 szdmnevek kozos gydkere
igazolja ezeknél a népeknél.

A tizenkettes szamrendszer emlékeit tobb nyelv 6rzi a kiillonb6zé mérték-
egységek elnevezésében. Az angol mellett mas germén nyelvek szdmnevei is mu-
tatjak a tizenketts kitlintetett szerepét. A tizenegynek és tizenkettének kiilon
neve van és csak tizenharomtol kezdédik a tiztdl valé szamolas az elnevezésben.
A tizenkét csillagkép, tizenkét hénap és tizenkét éra sem véletleniil sziiletett
meg. A magyar nyelvben a tucat és a nagytucat utal erre a szaimrendszerre.

A hiszas alapu szamrendszer a kozép-amerikai mayaknal fejlédott ki
leginkabb. Logikdjat megtorte az, hogy rendszeriik a naptarjukon alapult.
Ebben egy év 360 = 20 - 18 napbdl, vagyis 18 htisznapos hénapbdl allt. Tehéat
a 20 alapszdmot nem 202, hanem 20 - 18 kivette, utdna mar ,rendesen” ment a
dolog. Igy példaul a 1231 naluk az 1-20%-18+2-20-18+ 320 + 1 szamot jeldlte
— természetesen mas szamjegyekkel. A huszas rendszer emlékeit a francia, déan,
angol, gael és walesi nyelv is 6rzi a régi keltdk nyomén. A francidban példaul
80 neve négy-husz (quatrevingt).

A hatvanas szidmrendszer kozismerten a babiloniaknal alakult ki. FErre a
rendszerre utal az idGszamitasban az 1 6ra= 60 perc =60? masodperc, valamint
a geometridban a teljes kor 360 részre osztasa (360 fok).

A legkiilonésebb a hetes szamrendszer gyakorisiga Afrikiban és a Kozel-
Keleten, valamint szigoru kivételként az ugor népeknél, koztiik az Gsmagyarok-
nal. A hetes szam szamos afrikai tOrzsnél ma is misztikus szerepet tolt be.
Neve tabu alatt all. Inkdbb 6 4+ 1 alakban mondjak ki, vagy egy 6 + 1 jelentésti
szoval helyettesitik. Nemcsak nyelvészeti, hanem épitészeti emléke is van a
hetes egykori kitiintetett szerepének Afrikiban. A sivatagi berberek (tuaregek)
Gsi, foldbe épitett agyagvarosa a libiai Gadameszben magan viseli a hetes szdm
jegyét: hét kapuja, hét bastydja, hét tere stb. van.

A héberek egykori hetes szdmrendszerét vallasi kultuszuk és a Biblia 6rzi. A
hét a teljességet jelképezte: hét lélek = minden 1élek. Eskiidni héberiil nisba, je-
lentése: magat meghétszerezni. Valamit hétszer végezni annyi, mint tokéletesen
végrehajtani (hétszeres bosszii, hétszeres megbocsatas). A nagy iinnepek hét
napig tartanak (paszkaszentelés, templomszentelés, satoros tinnep). Engeszteld
aldozatnal hét allatot dldoztak és a vért hétszer hintették.

A Biblidban kiilonosen a Jelenések konyvében szerepel gyakran a hetes. Is-
tennek hét szeme, a Baranynak hét szeme és hét szarva van; hét van a pecsétbgl
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(lasd hét pecsétes titok), a haragpohéarbol, a trombitabol, a szentségbdl. Isten
hét nap alatt teremtette a vilagot, hét sziik és hét b6 esztendd van. Husvét és
Piinkésd kozott éppen 49 = 72 nap van.

Az ugorok k6z6s hetes szamrendszerére a nyelvi bizonyiték az 1-7 szaimnevek
kozos gyOkere, valamint a ,hét” kettSs jelentése: jelenti a hetes szamot és a hét
napbdl 4ll6 egységet. Csak kevés mas nyelvben van igy. A magyar mesék és
regék nem véletleniil beszélnek hétmérféldes csizmérol, hétfeji sarkanyrol, hét
vezérrl, hetedhét (azaz 49) orszagrol. Szolasainkban is gyakori a hét, néha
egyiitt a hattal: jhete j6, hete megyen”; ,t6bb a hét a nyolcnal”. Tovabba:
,7Akkorat hazudik, mint ide hat hét” (nagyot hazudik). ,, Azt sem tudja hany hét
hat hét” (elvesztette a fejét).

A magyar és ugor néphagyomanyban, az Gsi hitvilagban is sokkal gyakrabban
szerepel a hetes mint mas népeknél. Jelentése altaldban a dolgok nagy szamaéra,
méretére, hosszi idére vonatkozik. Ez Gsszefiigg azzal, hogy a hetes szamrend-
szerben hét az els§ csomoszam, vagyis egy befejezett szakasz a szamolasban. A
hetes t6bbszori ismétlése pedig a tulzo foknak felel meg.

A legfébb isten a hetedik menyorszaghan lakik. A pokol is hét rétegi. A
nagyon rossz gyerekbe hét rdog bujik bele. Atkozodasban gyakori volt a hétréti
gores, a hetvenhét féle hideglelés és a hetvenhét istennyila emlegetése. Az 6rdog
Oreganyja pedig hétszazhetvenhét éves.

Az ajto hétté nyitdasa a nagyon kinyitast, a hétté allo tiiz a sokfelé terjedd
nagy tiizet fejezi ki. A nagyon nagy mélységre hasznaltdk a ,hét kérges fold
hetedik koze” kifejezést. A ,hét nap hét éjjel” varakoztunk kifejezés nagyon
hosszu varakozést jelent.

A szamiras el6zményeirdl, vagyis a szamrovdsrol és csomdzdsrol elmondhatd
egyrészt, hogy kezdetei nagyon messzire nytlnak vissza, mésrészt, hogy t6bb
népnél szinte napjainkig fennmaradtak.

A legrégebbi rovésos lelet — a mar emlitett farkaslabszarcsont — még nem
tekinthetd igazi szdmrovasnak, amelyben kiilon jel van 1-re, 5-re, 10-re, esetleg
még nagyobb szamokra. A rovdspdlcdt, amire a jeleket vésték, tobb orszagban
adossagok feljegyzésére, illetve nyugtaként elszamolasra hasznaltdk. A sok van
a rovasan” szolas arra utal, hogy régen a fogadosok a mestergerendara jegyezték,
jobban mondva rottak fel a tartozasokat. A hortobagyi szdmadé pasztorok is
sokaig hasznaltdk az un. paros rovasfat. Erre annyi jelet véstek, ahany allatot
a gazda rabizott a szamadoéra. Ezutan a fat hosszaban kettéhasitottak és egyik
fele a gazdanél, a mésik a pésztornal maradst.

Hasonl6 szerepet toltott be a rovasfa Anglidban. Ott a bankok is hasznaltak
folyoszamla” vezetésére. Az angol hagyoméanytiszteletre jellemzd, hogy még a
XIX. szazad elején is alkalmaztdk Gket. Végiil az angol parlament 1826-ban
betiltotta hasznalatukat és a rovaspalcakat elégettette. Az esetr6l DICKENS
(angol ir6) is megemlékezett egy miivében.

A rovéaspélcdkat mas népeknél is megtalaljuk, igen valtozatos forméaban. Az
Indiai-6ceanban fekvs Nicobar-szigetek bennsziilott lakdi példaul a kokuszdiok
megszamlilasira egy kb. fél méter hosszit bambuszrudat hasznaltak. Ennek
egyik végét felhasogattak és ezekre vésték a jeleket. Az oroszok az addssagokat
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olyan rovasfakra vésték fel, amelyeket egy lyukon keresztiil drotkarikara fiztek
fel. Az adossag torlesztése utan a jeleket vagy lefaragtik, vagy elégették a fat.
Hasonléan hasznalték a rovasfat Svajcban is, ahol igen elterjedt volt hasznalatuk
(2.2. 4bra).

KICES

2.2. abra. Svdjci rovdsfik a szdmrovds jeleivel.

A szamadatok rogzitésének mésik nem irdsos modszere a csomdzds, amelyet
talan a kinaiak alkalmaztak elgszor. A csomoékat nadbol vagy kakabol készitett
zsinegekre tették, ugy, hogy ezekre gabonaszalméval vagy kidkaval csomot kotot-
tek.

A csomozas Afrikdban is igen elterjedt volt, sokszor egyiitt a rovéassal. A
Kilimandzsaro labainal é16 vadaszo torzseknél, ha a férj vadaszatra indult, akkor
két palmarostra annyi csomoét kotott, ahdny napig tavol akart lenni. Egyet
magéval vitt, egyet a feleségénél hagyott. Mindennap kibontva egy-egy csomot,
mindketten tudtdk, mikor kell véget érnie a vadaszatnak. A feleség viszont
fakanalat hasznalta rovaspalcaként. Ha férje megverte, akkor egy rovast vésett
ra. Ha a fakanal nyele betelt, akkor joga volt elvélni férjétdl.

A legmagasabb szintre az inkak fejlesztették a csomozast. A mai Peru tertile-
tén é16 inkak a XIII. szdzadban fejlett civilizacidju és kézpontositott birodalom
urai voltak. Birodalmukat a spanyol héditok semmisitették meg.

Az inka birodalom allamigazgatési feladatait kipunak nevezett csomozott
zsinérok segitségével végezték. A kipu egy alapzsinorbdl és kiilonb6zs szint
rakotozott fonalakbol allt (2.3. abra). Az alapzsinoron fiiggtek a csomozott
zsinorok. A csomok elrendezése tiikrozte a helyi értéket. A tart6zsinérhoz
legkozelebb voltak a legnagyobb helyi értékek, majd tavolodva a kisebbek, végén
az egyesek. Tobb zsinor adatait dsszegezni tudtak. Az Gsszegezendd zsindrok
azon hurkain, amelyekkel 6ket az alapzsinérhoz er@sitették, ijabb zsinért buj-
tattak at, s ezen Osszegezték az Osszefogott zsinérok adatait. Ez vezette ra
egyébként a kutatokat arra, hogy a kipu szamadatok megérzésére szolgalt.
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2.3. abra. Inka kipu képe.

A kipun a szinnek, a csomok formajanak, a hosszisdgnak mind jelentése
volt. Altalaban szinnel kiilsnboztették meg a férfi (paratlan) és a néi (paros)
szamokat rogzitG zsinorokat. A sarga szin az arannyal, a fehér az eziisttel, a z6ld
a gabonéaval, a kék a vallassal kapcsolatos adatokat jelolte. A kipuk olvasésa nem
volt kénnyd. Erre egy kiilén hivatalnokréteg alakult, ami a minden varosban
meglévd kipu hivatalokban dolgozott és érizte a kipukat.

Az inka kipu mai utéda a perui indidnok kimpuja. Ez kilyukasztott gyii-
molcsmagokkal Gsszefogott zsinérokbdl all. A helyiértéket a zsinorok széma, az
alaki értéket pedig a gylimolcsmagok szama adja.

A kipu (és kimpu) mér lényegében helyiértékes szamrogzités, amely azonban
nem hasznal szidmjegyeket igy nem tekinthet$ szamirdsnak. A szamirds més
civilizaciokban alakult ki.

2.3. Egyiptom matematikaja

Az 6kori Egyiptom egyike volt azoknak a nagy folyammenti kultirdknak, ahol az
emberi civilizdcié megsziiletett, és amelyek torténelme sok hasonlésagot mutat.
A Kr. e. IV. évezredben ezekben a kulturdkban fejlédott ki az irds és
szamirés, kezd6dott meg a fémek felhasznalésa, és a kerék alkalmazésa.
Egyiptomot a Nilus ajandékanak szokas nevezni, ahol az élet szinte minden
teriilete kapcsolodik valahogyan a sivatagos kornyezetben az életet jelentd, vizet
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ado folyohoz. A teriilet minden oldalrdl védett, kivéve a Sinai félszigetet, ezért
Egyiptomot alig érték kiilsé tamadéasok. Ez lehetévé tette hosszu ideig fenn-
allé birodalmak kialakulasat, de egyuttal a stagnalas lehetGségét is magaban
hordozta. Az egyiptomi kultira megrekedt egy kezdetben elért szinvonalon.

Az okori Egyiptom torténete harom korszakra oszthaté: Obirodalom
(Kr. e. 3000-Kr. e. 2000), Kézépbirodalom (Kr. e. 2000-Kr. e. 1700), Ujbiro-
dalom (Kr. e. 1200-Kr. e. 700). Ezutan perzsa hoditas, majd a perzsékat legy6z6
NAGY SANDOR uralma kovetkezett Kr. e. 332-t6l. Ez mar egy 0j civilizacio, a
gorog kultura korszaka.

Az 6birodalom koraban épiiltek a nagy piramisok és alakult ki a képiras
és szamiras, amelyet hieroglifikusnak neveziink. A hieroglifa gérog szo, szent
bevésést jelent, ami arra utal, hogy az egyiptomi képiras és szamiras jeleit pi-
ramisok belsejében, templomok faldban, kébe vésve talaltak meg (2.4. &bra).

o a s A% e nonon
2 3
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w 1000 m 400000 mnseses
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2.4. abra. Az egyiptomi hieroglifikus szdmirds jegyes.

A hieroglif szamiras jegyei a papiruszon tollal valo irdsra térténd attéréskor
kurzivabb, hieratikus (papi) szdmjegyekké modosultak. A Kr. e. VIL. szazadban
tjabb valtozat alakult ki: a demotikus (népi) szamiras.

Az egyiptomi szdmiras tizes szamrendszerbeli, de nem helyiértékes. Ugyan-
azon jegy mindig ugyanazt a szamot jeloli, és a szdmokat az Gsszeadasi elv szerint
kell leolvasni, rendszerint jobbrol balra. A hieroglifik nem tartalmaztak mate-
matikat csak szamjegyeket. Az egyiptomi matematikat késGbbi, hieratikus je-
gyekkel irott papirusztekercsekbdl ismerhetjiik meg. A papirusz nem maradandé
anyag, igy kevés maradt fenn bel6liikk. Matematikai szempontbdl a két legfon-
tosabb a Rhind-papirusz és a moszkvai papirusz. Mindkett6 kézépbirodalombeli
és az frnokiskolai oktatés céljait szolgaltak.

Az irnokok voltak a papok mellett a kultira hordozéi. Nélkiil6zhetetlenek
voltak a faraé birodalméanak igazgatasaban. Ok szamoltak a piramisok épitése-
kor a béreket, a sziikséges anyagmennyiséget.

A Rhind papiruszt HENRY RHIND skot régész vasarolta 1858-ban és a
British Muzeumnak ajandékozta. A papiruszt egy AHMESZ nevi irnok masolta
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Kr. e. 1650 koriil egy kordbbi eredetirdl, ezért AHMESZ papirusznak is neve-
zik. A moszkvai papiruszt GOLENYISOV orosz kereskedd vaséarolta 1893-ban. A
Rhind papirusz 84, a moszkvai 25 feladatot tartalmaz. Ezekbdl 26 geometriai, a
tobbi aritmetikai-algebrai. Indoklasok, bizonyitasok nincsenek a papiruszokon,
csak gyakorlati példak és megoldasaik.

Az egyiptomi hieratikus irast a kutatok sokiig nem tudtdk megfejteni.
Ez végiil a francia CHAMPOLLIONnak sikeriilt a rosette-i k6 alapjan, amelyet
NAPOLEON zsidkméanyolt egyiptomi hadjarata soran 1799-ben. Ezen a fekete
kétablan harom felirat van gordg, hieroglifikus és demotikus irassal, de azonos
tartalommal. Ismerve a gordg irast és a hieroglif képirast meg lehetett fejteni
a demotikus és ezen keresztiil a hieratikus irdst. A papiruszok matematikai
elemzését NEUGEBAUER német matematikus végezte el.

A Rhind papirusz egy tablazattal kezd6dik, amely tartalmazza a 2/n alaka
tortek torzstortek (1 szamlaloja tortek) osszegére bontasat minden paratlan n-re
5 és 101 kozott. A tortek ismerete és hasznélata az egyiptomi aritmetika legfi-
gyelemreméltobb vonasa. A tortek jelolése (2.5. abra) mutatja az 1/2 kiilonleges
szerepét a tortfogalom kialakulasaban.

c?PTRAFEST

2.5. abra. Egyiptomi hieroglif tortek. Rendre: 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/6, 1/10.

Az 1/2-nek kiilon jele és elnevezése van minden nyelvben, ami mutatja, hogy
nem két szam osztasabol, hanem a mérésbdl szarmazik. A fél, half, polovina
stb. elnevezéseknek semmi koziik az egy és ketts nevéhez az illeté nyelvekben.
A tortek méar csak azért sem szarmazhattak az osztasbol, mert az egyiptomiak
nemhogy az osztast, hanem még a szorzast sem ismerték, csak az Osszeadast.
Az 1/2 mellett az egyiptomiak még az 1/3, 2/3, 1/4 és 3/4 torteket tekintették
természetes torteknek, valamely egység részeiként. A 2/3 neve ,két rész”, az
1/3-é ,harmadik rész” volt. Hasonloan fogtak fel az 1/4 és 3/4 torteket is.

Az egyszerii tortek fogalma tehat a méréshdl, pontosabban a mérési egység
részekre bontasabol szarmazott. Ha hosszusag, a térfogat, stb. mérésekor az
egység nem pontosan jott ki, akkor a maradék részt kezdetben elhanyagoltéik.
Kés6bb szambavették az egység ,felét”, nevet és jelet adtak neki. Majd vették en-
nek felét (1/4) és az egység harmadat. Végiil kialakult a tetszdleges torzstortek,
vagyis az egység tetszleges részekre valo osztisanak fogalma. A t6bbi tortet
a szorzés fogalmanak hidnya miatt, nem egy torzstort tobbszordseként, hanem
torzstortek Osszegeként fogtak fel. A 2/97 példaul nem a 2-1/97 szorzat, hanem
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az alabbi 6sszeg volt naluk:
2 1 1 1

97 ~ 56 ' 679 ' 776
Erdekes, hogy a
2 1 1

n o onon
felbontasokat nem alkalmazték, hanem az el6z6 példdhoz hasonlé bonyolult fel-
bontasokat képeztek. Példaul:

2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1

537157 17328 T01 101 202 303 ' 606

A kutatok nem tudtak magyarazatot adni arra, hogy miért pont ezeket a fel-
bontasokat hasznaltak a sok lehetséges koziil. Altalanos formulat sem talaltak
a felbontésokra. Egyes tipusok képzésében felismerhets bizonyos szabélyossag.
A legtobb esetben az 1/n tortbdl kiindulva, sorozatos felezést és harmadoléast
végeztek. Alkalmaztik az alabbi képletet is:

2 1 1 1 1

n o n 2n+3n+2-3-n'
Ez a modszer vildgosan kovethets a 2/101 felbontasaban. Gyakran indultak
ki az 1/2, 1/3, 1/4 természetes tortekbdl, majd ezeket igyekeztek felezni és
harmadolni.

A papiruszon a torzstortekre bontast egy rovid n/10 tablazat kéveti, ahol n
1-t61 9-ig terjed. A tablazatok utan feladatok kovetkeznek, amelyek koziil az els6
6 kenyér elosztasaval foglalkozik kiilonb6z6 szama ember kozott. E feladatok
megoldasaban, miként a tovidbbiakban is, az ismeretlen szerz$ alkalmazza a
torttablazatokat. Példaul hét kenyér elosztasa nyolc ember kozott a

7T 4 2 1 1 1 1

s 3 stz 2ty
felbontés szerint megy. Igy elegends négy kenyeret félbevagni, két kenyeret ne-
gyedelni és egy kenyeret nyolc részre vagni. A vagasok szama igy kevesebb mint
hét kenyeret nyolc—nyolc részre vagni, tehat a megoldas igen gazdasigos, mas-
részt mutatja, hogy a 7/8 fogalma nélkiil is lehet ilyen feladatokat megoldani.
A példabol valo didaktikai kévetkeztetések levonéasat az olvasora bizzuk.

To6bb feladatban a szorzas és osztas Osszeadésra (kétszerezésre) valo vissza-
vezetését latjuk, ami szintén nem tanulsag nélkiili. A 32-es feladat a 13 - 12
szorzast szamitja ki a kovetkezSképpen:

%1 12

2 24
x4 48
x 8 96
13 156
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Tehat mindig kétszereztek és a csillaggal jelolt részosszegeket Gsszeadtak. Ezt az
egyiptomi szorzast még a kdzépkorban is tanitottdk Eurépédban a szdmolétabla
segitségével, ami a mai golyds szamoldjaték Gse.

Még érdekesebb az osztés Gsszeadasra vald visszavezetése. Nem azt kérdezik,
hogy mennyi 45 osztva 5-tel, hanem — | Szdmolj 6tosével mig 45-6t nem kapsz.”
Megoldas:

5%
10
20
40%
45

O (00 &= N =

Tehat 9-szer kell szamolni 5-6sével, hogy 45-6t kapjunk, vagyis 45-ben az 5
megvan 9-szer. Ha nem egész szam volt az eredmény, akkor a torttablazatukat
hivtak segitségiil. Példaul: ,Szamolj 6tosével mig 43-ig jutsz.” Megoldas:

5
10
20
40x%
40

|00 &= N

Itt azonban maradt még 3. Itt felhasznaljak a ,szamolj 6tosével mig egyet kapsz”
probléma megoldasat, vagyis az 1/5 torzstortet:

1
1 _
* 5
2 1 1
*2 - = —_—
5 3 15
3 1,2 1.1 .1
5 o5 3 15 5
Tehét:
4_3—8+1+1+l
5 3 5 15

Az egyiptomiak ezzel a modszerrel tortet torttel is tudtak szorozni, valamint
egészet torttel osztani. Modszeriiket példaul aranyos osztasra vezets felada-
tokban alkalmaztak. Ilyen a Rhind papirusz 63. feladata, amely 700 kenyér
elosztasat kérdezi négy ember kézott 2/3 : 1/2 : 1/3 : 1/4 ardnyban. Az
aranyszamok Osszege 13, a 700-at szorozzuk ennek reciprokéval (4/7 = 1/2 +
1/14), ami 400-at ad. Ennek megfelels részei adjak a megoldast.
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Az aritmetikai feladatok mellett egyszerti egyismeretlenes egyenletekre
vezet$ algebrai feladatok is vannak a papiruszon. Ezeket nem algebrai tton
oldottak meg, hanem a hamis feltevés mddszerével (hamis helyzet szabalyaval)
aritmetikai aton. Tehat az algebrai absztrakcids szintrél visszamentek az arit-
metikai szintre. Lassuk ezt a modszert a Rhind papirusz 26-os feladatan: ,JEgy
sokaség és negyede Gsszesen tizen6t, mennyi a sokasag?”

Vegyiink egy probamegoldast, vagyis tegyiink egy valdszintileg hamis fel-
tevést. Legyen a sokasag 4, mert ennek kdnnyd a negyedét venni. Negyede 1,
ez Osszesen 5. De minthogy az 5-6t 3-szor kell venni, hogy a kivant 15 Gsszeget
kapjuk, ezért a 4-et is haromszor kell venni. Tehét a sokasdg 12.

A miiveletek rogzitése a probalgatasok soran ravezetheti a gyereket az egyen-
let strukturajara, majd az egyenlet felallitasara:

1 x
4+4—5 = x+4—15.
A hamis feltevés szabalyat a mai elektrotechnika is alkalmazza. Ha egy halozat-
ban keresett az aram adott fesziiltség mellett, akkor sokszor kénnyebb ugy
megoldani a feladatot, hogy az aram értékére valamilyen szdmot felvesziink.

Ez az egyiptomi egyenletmegoldasi modszer regula falsi néven a régi didak-
tika fontos része volt. Oszténdsen ma is sok tanar alkalmazza a ,kénnyebb
szamokkal, mint z-szel” elvet kovetve.

A Rhind papiruszon van egy mértani sorozatra utalé jatékos feladat is, amely
sok késGbbi feladatgyiijteményben és népi talaloskérdésben felbukkan: 7 haz, 49
macska, 343 egér, 2 401 kalasz, 16 807 buzazem, Osszesen: 19 607. A papirusz
nem kozli a feladat szévegét, de a szamokbol kénnyt kitalalni.

A feladat megtaldlhaté az els6 magyar aritmetikdban is némi véltoztatéssal.
Népi tréfas valtozata a kovetkezs: ,Janko elment Piripdcsra. Taldlkozott harom
tottal. Minden tétnak harom zsikja, minden zsidkban hirom macska. Hanyan
mentek Piripocsra?”’

Az ismertetett aritmetikai-algebrai eredmények mellett az egyiptomi mate-
matikira mégis a geometriai jelleg a jellemzs. A gbrogok Egyiptomot tartottik a
geometria bolesGjének. Démokritosz szerint azért sziiletett Egyiptomban a geo-
metria, mert a Nilus évi aradasa utan ajra kellett mérni a foldeket (geometria=
foldmerés).

Az egyiptomi geometria és csillagészat fejlettségének maig él6 bizonyitékai
a piramisok és templomok. A piramisok két éle mindig észak-déli iranyu, igen
kis eltéréssel; alakjuk pedig szabalyos négyoldalt csonkagila. Ezeket nehéz
gyakorlati sziikségszertiséggel magyarazni, inkdbb kultikus el6irasokra utalnak.

Ki tudtdk szamitani a téglalapok teriiletét. A haromszogek, trapézok
teriiletét dtdarabolassal téglalapra vezették vissza. Ezt a kornél is megkisérelték.
A Rhind papirusz 50. feladatdban ARMESZ azt allitja, hogy egy 9 atmérdji
kéralakt mezé teriilete ugyanannyi, mint egy 8 oldalt négyzeté, tehat 4, 5% =
64. Innen 7 = 256/81 = 3.166. .., ami j6 kozelités. Egy masik feladatban ezt
az eredményt mas dton kapta: a korbe irhat6 szabalyos nyolcszog segitségével.
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A 7 egyiptomi kozelitése joval pontosabb az addigi 3-as értéknél, ami abbol
adédott, hogy a kor keriiletét az &tmérs haromszorosénak vették. Ez a régi
megfigyelés a Biblidban is szerepel:

Es csindla eqy ontitt tengert, mely eqyik szélétél foguva a mdsik
széléig tiz sing volt, kéroskoril kerek, és 6t sing magas, és a keriiletit
harmincz sing zsinor érte vala koril.

(Kirdlyok I. konyve, 7.23.)

Az egyiptomiak tudtak azt, hogy a 3,4,5 oldald haromszog derékszogi. A
Hkotélfeszit6k” ezt hasznaltak derékszog kijeldlésére foldmérésnél és templomok,
oltarok sth. épitésénél. Ez nem jelenti azt, hogy ismerték a Pitagorasz-tételt,
csak konkrét esetben felismerték és alkalmazték.

Legkiemelkedébb geometriai eredményiik az, hogy ki tudtdk szédmitani a
négyzetes csonkagula térfogatat a helyes

V= %(a2+ab+b2)

képlettel. Ezt a moszkvai papirusz 14-es feladata mutatja (2.6. abra).
A megoldasi utasitas szoszerinti forditasa soronként a kovetkezd:

1. Add 0ssze ezt a 16-ot

2. ezzel a 8-cal és ezzel a 4-gyel

3. Kijon 28. Szamitsd ki

4. egyharmadéat a 6-nak. Kijon 2. Szam-
5. 1alj 28-asédval kétszer. Kijon 56.

6. Nézd, ez 56. Jol szamoltal.

Végezetiil ismertetjiik az egyiptomi naptdrt, mert ez a mai naptarunk Gse.
Id6szamitasuk valészintleg abbdl indult ki, hogy a Nilus évi dradasa mindig
roviddel azutan kezdsdott, hogy a Sziriusz a (kutyacsillag) éppen napfelkelte
el6tt jelent meg Keleten. Két megjelenés kozt éppen 365 nap van, ezért az
évet tizenkét harminc napos honapra osztottak, megtoldva 6t tinnepnappal. Az
év, vagyis egy teljes napciklus azonban 365,25 nap, igy évente negyed nap el-
tolodas keletkezik, ami 1460 év utan all vissza. Egy rémai tudds feljegyzése
szerint a naptar Kr. e. 139-ben szinkronban volt, igy a naptar kezdete harom
ciklussal korabbra Kr. e. 4241-re (pontosabb szamitasok szerint Kr. e. 4228-ra)
datalhato. Az egyiptomi naptart JuLius CAESAR rémai uralkod6 reformaél-
tatta meg, minden negyedik évben egy szokénap hozzavételeivel és a hénapok
napjainak megvaltoztatasaval. Ez a julianus naptar volt érvényben Eurépédban
a XVI. szazad végéig, Oroszorszagban viszont az 1917-es forradalomig. Ezért
esett oktober 25-e november 7-re. A mai tn. gregorianus naptar GERGELY papa
reformjanak eredménye.
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2.6. abra. Fenn: a csonkagila térfogatdinak kiszdmitdsa a moszkvai papiruszon. Alul:
a szdmitdsok magyardzata.

2.4. A babiloniai matematika

A matematika fejl6désében még Egyiptomnal is fontosabb szerepet jatszott a
maésik nagy folyammenti civilizéci6é a Tigris és Eufritesz folyok mentén, illetve
kozott. A teriiletet szoktak Mezopotamia (folyamkdz) néven is emlegetni (2.7.
abra). Egyiptom és Babilonia adottsagaiban sok a hasonlosag, de lényeges
kiilonbségek is vannak. Babilénia teriilete nyitott, ezért sok hodité valtotta
egymast e tajon. Kovek és papirusznad nincs, de sok az agyag. Epiiletek nem
maradtak fenn, viszont rengeteg kiégetett ékirdsos agyagtabla vészelte at az
id6 viszontagsagait. Geometriai jelleg helyett a babiléniai matematikdban az
aritmetikai-algebrai jelleg dominéalt.

A termékeny folyotorkolatok vidékén az elsé kulturnép a sumér volt
Kr. e. 4000 kortil, akik megalapitottak elss varosaikat (Ur, Uruk, Kis), csatorné-
kat épitettek az ontozéshez és az dradasok megfékezésére. A sumér mitologidban
is szerepel egy, a bibliai viz6z6nhoz hasonlé nagy aradés, valamint a teremtés
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2.7. abra. Babilénia (Mezopotdmia) térképe.

leirasa is megegyezik. A Biblia szerint Abraham, a zsidok és arabok (tagabb
értelemben a sémi népek) kozos Gsapja a sumér Ur varosabol jott. A sumér
nyelv ismeretlen eredeti, kiilonbozik a kérnyezs népekétdl és ragozo nyelv, mint
a magyar. Ez az egyik alapja a sumér-magyar rokonsag elméletének, amely
az itthoni hivatalos tiltds miatt f6leg az emigracioban kapott publicitast. Sok
kutaté a sumér képirast tartja minden iras Gsének.

A sumérok fontos kulturtorténeti szerepe egyre jobban megvilagosodik a ku-
tatasok elérehaladtéaval. Sok, korabban a gorégoknek tulajdonitott eredménynek
kimutattak mezopotamiai eredetét. Néhany kutaté egyenesen azt allitja, hogy
a civilizacié a sumérokkal kezddott.

A sumér varosokat Kr. e. 2400 koriil a sémi eredetii akkiddok, majd a szintén
sémi amoritak (amurruk) hoditottdk meg. A hoditok (a keésébbiek is) atvették
a sumérok fejlettebb kulturajat, a tudomanyban megmaradt a sumér nyelv, igy
biztositva volt egyfajta kulturalis folyamatossag a térségben.

Az amoritdk hoztdk létre az Obabiloni birodalmat, amely nevét Babilon
varostol kapta. Fénykorat e birodalom HAMMURABI (Kr. e. 1728-1686) uralko-
désa idején élte.

Az 6babiloni birodalomnak az asszir hoditas vetett véget a Kr. e. XIII. sza-
zadban. Az asszir birodalom f&varosa Ninive volt. Itt tartak fel az angolok az
asszir uralkodék t6bb mint 150 000 agyagtablabdl allo konyvtarat.

A teriilet ujabb urai a kaldeusok (kdldok) lettek a Kr. e. VII. szdzadban. Az
elpusztitott Ninive helyett ismét Babilon lett a f6varos és 1étrejott az ujbabiloni
birodalom. Ennek legnagyobb uralkodéja NABUKODONOZOR volt, aki tAmogat-
ta a tudomanyok, elsGsorban a csillagaszat miivelését. A kaldeusok osztottik
be a Nap latszolagos palyajat (az ekliktikat) tizenkét allatovre és neveiket is 6k
adtak. Ezzel megalapoztak a horoszképia ,tudoméanyat” is.

A kaldeusok utéan a méd és perzsa hoditas kovetkezett. Végiil a perzsikat
legy6z6 NAGY SANDOR tett pontot Babilénia torténetének végére.

49

© Filep Laszl6



Megjegyezziik, hogy a Biblidban nemcsak Egyiptom szerepel, hanem gyakran
talalkozhatunk babiléniai varosok és uralkodok neveivel is. Az egyiptomi rabsag
mellett a zsidok ugyanis tobbszor szenvedtek babiléniai rabsagot.

Az ékirasos agyagtablakbol a régészek tobb, mint 450 000-et hoztak felszinre,
amelyek koziil kb. 250 matematikai jellegti. Az ékiras megfejtésében szintén egy
haromnyelvii kétabla segitett, az tun. behisztuni k6. A tabla operzsa, elami
és babiloni (akkad) sz6vegébdl a német GROTEFEND és az angol RAWLINSON
hamozta ki az ékirasos jelek értelmét. A matematikai tablak elemzését NEUGE-
BAUER és a holland VAN DER WAERDEN végezte el.

A sumérok kezdetben kerek irénaddal nyomtak irasjeleiket az agyagba és
valoszintileg hatos szamrendszert hasznéltak. Az elsG irdasos emlékek mar a tizes
és hatvanas szamrendszerek keveredését mutatjak nem helyiértékes szamirasban.
A kerek irénaddal kisebb-nagyobb kordket, illetve félkoroket lehetett a puha
agyagba nyomni (a megGrzésre szantakat ezutan kiégették). Késbb az ironadat
a haromszogletd iropélca valtotta fel, amivel allo és fekvs ékeket lehetett az
agyagba nyomni. Igy alakult ki az ékirds. Az 6sumér szamjegyek és az ékiras
kezdeti formai a helyiértékrendszer csirait mutatjak (2.8. abra).

o »p [ O ©
Y < ¥V XK % ¢

2.8. abra. Osumér szémjegyek. Rendre: 1, 10, 60, 10 - 60, 607, 10 - 602, 60°.

A babiloniaik ezt teljes értéki hatvanas szdmrendszerré fejlesztették, amely
kiterjedt a hatvanados tortekre is. Az &allo ék (1) és a fekvé ek (10) jelével igy
barmilyen szamot le tudtak irni. Hidnyzott az egyértelmiiséghez a hatvanados
vessz6 és a nulla. A nullara késébb bevezettek egy specidlis jelet helypétlo-
ként, de a szam végén nem tették ki, igy a szamok kiolvasasa ezutdn sem volt
egyértelmt, csak a szovegosszefliggésbdl lehetett behatarolni értékiiket. Tekint-
siik példaul a 2.9. abra szerinti szamot! Ez a szim egyarant jeldlhetett

60
1-60%+0-60+ 4 =1;0,4= 3604-et,
vagy

1 1 1 &« 3604
40— +4.-— =0;1,0,4= .
60 TV 602 T gos Y 603

és igy tovabb.
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2.9. abra. Egy szdm felirdsa babiloni ékirdsban: 1, 0, 4.

A helyiérték elvének a tortekre valé alkalmazésa a babiloniai matematika
nagy teljesitménye. A hatvanados tortek tulélték a hatvanas szamrendszert.
Eurépaban csak a XVII. szdzadban szoritottédk ki 6ket a tizedes tortek, holott
egész szamokra régen a tizes szdmrendszert hasznaltak.

VAN DER WAERDEN harom kérdést tesz fel konyvében a babiloniaiak szam-
frasaval kapcsolatban:

1. Hogyan jutott esziikbe 1 és 10 utan éppen 60-at valasztani kdvetkezd 1ép-
cs6foknak?

2. Hogyan jutott esziikbe 60-at ,nagy egyes’-nek tekinteni, és az 1 jelével
&brazolni?

3. Hogyan jutott esziikbe, hogy a torteket is 60-as szdmrendszerben irjak,
1/60-at ,kis egység’™nek fogva fel?

Az els6 kérdésre két valoszintsithets valasz is van. A hatvanas rendszer a sumér
hatos és az akkad tizes szamrendszer egyesitésébdl johetett létre. Masok a sumér
és akkad suly, illetve pénzegységek atszamitdsi szamaibol szarmaztatjak. A
mésodik és harmadik kérdésre azonban egyik sem szolgal magyarazatul.

Az egyszerti tortek neve és jele itt is mutatja, hogy a tértek nem az osztasbol,
hanem a mérésbdl szarmaztak. Az 1/2 jele valami felezésére utal. Képirasos
jelentése valoban az: olyan edényt jelent, amelynek térfogatat felezték (2.10.
abra).

rg- <g QU
A= v

2.10. abra. Sumér és babiloniai tértek. A felsd sorban: régebbi sumer kori. Az alsé
sorban: 1jabb sumer kori. A tértek rendre: %, %, %
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A babiloniaiak szamitasaikat tablazatok segitségével végezték. Voltak recip-
rok, szorzas, négyzet, négyzetgyok, kob és kobgydk tablazataik. Volt egy n?+n?
tablazatuk is, ami fontos szerepet jatszott algebrajukban.

Szorozni tudtak, az osztast a reciproktablazat segitségével szorzésra vezették
vissza. Csak olyan szadmok reciprokait képezték, amelyek véges hatvanados
torteket adtak, vagyis amely szamok primtényezds felbontasiban csak a 60
primtényezdi fordulhattak el§. Az ilyen szamokat szabalyosaknak nevezték. Pél-
daul:

1 1 2-3 6

600 23.3.52 24.32.52 602

Egy osztés ezutén igy végezhetd el:

N gy L g 6 960469 6

600 600 602 602 60 602

A szorzés ilyen modja mutatja, hogy a tortfogalom fejlédésében egy lépéssel
elébbre tartottak, mint az egyiptomiak. Valamely tetszéleges szamlaloja tortet
nem torzstortek Osszegeként, hanem egy torzstort tobbszoroseként fogtak fel.
Két szam hanyadosaként azonban még nem értelmezték.

Algebrai ismereteik is fejlettebbek voltak az egyiptomiakénal. Meg tudtak
oldani masodfoku egyenleteket és egyenletrendszereket. A megoldéas soran al-
kalmaztak az (a £ b)? és a® — b? kifejezésekre ismert azonossdgokat. Ez nem azt
jelenti, hogy ezeket altaldnosan fel tudtak volna irni, pldne bizonyitani. Maga
a megoldés is receptszertd volt. Példaul: , Teriilethez add hozza az oldal kétsze-
resét, ez 35. Mennyi az oldal?” (22 + 2z = 35) ,,Adj 35-hoz 1-et, ez 36. 36 az
6 - 6. Vegyél el 1-et, az oldal 5.” Valéban:

P?+2r+1=35+1 = (z+1)(2+1)=6-6 = 2+1=6 = =z =5

Negativ gyokokrol, vagy az ismeretlen betiivel jel6lésérdl természetesen sz6 sem
lehetett. Annél is inkdbb, mert sem a negativ szam fogalma nem alakult még
ki, sem az abécét nem talaltdk még fel.

Nézziink egy egyenletrendszerre vezets feladatot. Megoldasa sorén a babilé-
niaiak is alkalmaztak a hamis feltevés egyiptomi modszerét.
Feladat: 1 bur (1800 sar) teriletrél 4 gur (1200 sila) gabondt arattam. Egy mdsik
burrdl 8 gur (900 sila) gabondt arattam. A gabona 8;20 (500) sildval haladja meg
a gabondt. A foldjeimet dsszeadva 30 (1800) sart kapok. Mekkordk a foldjeim?

Mai jelolésekkel az alabbi két egyenlet irhato fel:

z +y = 1800

1200 900 _2 1
18007 ~ 18007 T 37 T ¥ T

z = 600, y = 1200.
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A babiléniai megoldas: Tord az 1800-at, a foldek teriiletének Gsszegét ketté:
900. Végy tehat 900-at és még 900-at (z-nek és y-nak). Ekkor a jo (az elsd)
f6ldon 2/3-900 = 600 sila, a rossz (a masodik) f6ldén 1/2-900 = 450 sila gabona
terem. A kiilonbség 150 sila lenne. De a kiilénbségnek 500-nak kell lenni, tehat
a 150-et 350-nel novelni kell. Ha a jo foldet 1 sarral néveljik, a rosszat 1 sarral
csOkkentjiik, akkor a termés né 2/3 silaval, illetve csokken 1/2 silaval, vagyis
a termeéskiilonbség 2/3 + 1/2 = 7/6 sila. Mit kell 7/6-dal szoroznom, hogy
megkapjam a 350-et? Végy 300-at, mert 300-szor 7/6 az 350. Igy a jo fold
900-r6l 1200 sarra szaporodik, és a rosszabb 900-r61 600-ra csckken: y = 1200,
z = 600.

Masodfokiu egyenletrendszert azonossdgok {igyes alkalmazaséval oldottak
meg;:
Feladat: A szélesség meg a hosszisdg 30. A teriilet 221. Mekkora a szélesség és
a hosszisdg?
Tord a 30-at ketté: 15. A 15-szor 15 egyenls 225-tel. Vond ki ebbdl a teriiletet.
225-bol 221 az 4. Négyzetgyoke 4-nek: 2. Add ezt 15-héz: 17. Megkaptad a
hossztusagot. Vond ki a 2-6t a 15-bél: 13. Ez a szélesség. Mai jelolésekkel:
z+y=30,z-y=221 =

r+y
=1
5 5
2
r+y
=22
(57) -
2 2
r+y r—y
I = =225—-221=4
(5) == (55Y) -
rT—y
5 =
T+y T—Y
=zx=1 2=1
) + 5 T 5+ 7
r+y r—y
— =y=15-2=13.
2 g Y

Az azonossagokkal meg nem oldhaté masodfoku egyenleteket a megoldokép-
let receptszert alkalmazéisaval oldottdk meg. A negativ szamok hidnya miatt
kiilén ,recept” volt az 22 + px = q, 22 = pr + q, > + ¢ = px tipusokra. Mas
feladatokat ezekre a tipusokra vezettek vissza tligyes helyettesitésekkel. Példaul:

112? + 72 = 6;15 = (112)* + 7 (11z) = 1,8;45.

A harmadfoku egyenletek koziil az #® + 22 = p alakiira visszavezethetSket
tudtdk megoldani a megfelels tablazat segitségével. Megoldasaikat préobanak
vetették ala, ami fontos 1épés a bizonyitési igény kialakulasa felé.

A babiloniai algebra egyik cstcsteljesitménye a /2 pontos megkozelitése
iterdcioval. Az amerikai Yale egyetem gytjteményének 7289-es szamu agyag-
tablajan olvashato az alabbi kozelités (2.11. dbra):

1;24,51,10 = 1,414222,
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2.11. abra. A ,Yale 72897 tibla a \/2 kizelitésével.

ami 5 szamjegyig pontos. Balra fent az oldal hossza olvashaté (30), az atlora a
V2 értéke, alul pedig az 4tl6 hossza (30 - /2) : 42;25; 35 van irva.

A négyzetgyok szamitasara alkalmazott kozelité modszeriik a newtoni itera-
cibhoz hasonlé volt. Legyen x = /2. Abbol indultak ki, hogy ha az elss kizelités
(z1) tal kicsi a v/2 -hoz képest, akkor 2/x; tul nagy, és viszont. Ekkor szamtani
kozepiik méar elég jo kozelités. Példaul:

2 2 4 1 2

=LY T3 ™ 2<m1+m1> ’
Mar ez a kozelités is két jegyre pontos. Az eljaras folytatasaval tetszéleges
kozelitést érhetiink el. Ha ezt a moédszert az a? + b Osszeg négyzetgydkének
kiszamitasara alkalmazzuk, akkor a

V@ th~at o
2a
kozelits képlethez jutunk, amit szintén hasznalnak babiléniai szdvegekben.

A babiléniai geometriat sokiig sokkal fejletlenebbnek tartottik az egyipto-
minél. A legujabb leletek ezt cafoljak. Az aritmetikai-algebrai jelleget azonban
nem, mert a geometriai eredmények is algebrai kdntdsben jelentek meg.

Ismerték a Thalész-tételt. Helyes teriiletképletiik volt nemcsak a sok-
szogekre, hanem a korre is:

teriilet =

k-
- (keriilet - sugér) = Tr

N | =

Erre a kor cikkekre osztasaval és kiteritésével jottek ra. Igy a kor teriilete egy
K alapu és 7 magassagu téglalap teriiletének feleként adodik.
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