
© Filep László

Filep László

A tudományok királynője
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Bevezet�s

A tank�nyv matematika szakos tan�rjel�ltek �s tan�rok sz�m�ra k�sz�lt� de ha�
szonnal forgathatj�k mindazok� akik �rdekl�dnek a matematika ir�nt �s legal�bb
k�z�pfok� v�gzetts�ggel rendelkeznek�
Meg�r�sakor a szerz� igyekezett hasznos�tani A matematika fejl�d�se t�rgy

oktat�sa sor�n szerzett tapasztalatait� valamint a t�rgyhoz kor�bban �rt k�t
jegyzet �Sz�sz� Szer�nyi� er�nyeit�
Ezek k�z�l az ut�bbi �����ben jelent meg �s ez �nmag�ban indokoltt� teszi

egy �j tank�nyv �r�s�t� El�g csak � a t�rgy ideol�gikus jelleg�t is tekintve �
a rendszerv�lt�sra utalni� Ma m�r nem k�telez� egyetlen 
loz�
a szeml�let�nek
�s terminol�gi�j�nak haszn�lata sem� E t�ren igyekezt�nk a soksz�n�s�gre�
a t�nyek �s 
loz�
ai n�zetek sz�tv�laszt�s�ra� �ltal�ban a dezideol�giz�l�sra
t�rekedni�
Az el�z� jegyzethez k�pest jobban igyeksz�nk szem el�tt tartani azt�

hogy haszn�l�i nem csup�n matematikusok� hanem leend� matematikatan�rok�
Teh�t a sz�raz matematikai anyagot a kultur�lis �s t�rt�neti h�tt�r felv�zol�s��
val mutatjuk be �s kitekint�nk a m�dszertani vonatkoz�sokra is� Ez k�l�n�sen
a k�nyv els� fel�re jellemz��
Rem�lj�k siker�lni fog meggy�zni az olvas�t arr�l� hogy a t�rgy tanul�sa

hasznos sz�m�ra� A fontosabb matematikai fogalmak� m�dszerek t�rt�neti
fejl�d�s�nek bemutat�s�val a tan�r l�tni fogja� hogyan mer�lt fel a fogalom
bevezet�s�nek sz�ks�gess�ge� mik okoztak neh�zs�geket a fejl�d�s sor�n� mi�
lyen m�dszereket alkalmaztak a neh�zs�gek lek�zd�s�re� melyek az alkalmaz�si
lehet�s�gek� A tanuls�gokat hasznos�thatja saj�t oktat� munk�j�ban�
A puszt�n logikai t�rgyal�s� a t�rt�neti �t tapasztalatainak 
gyelmen k�v�l

hagy�sa ler�vid�theti ugyan a tan�t�s idej�t� de nem hat�kony� P�ld�ul a f�gg�
v�ny tan�t�sakor a legmodernebb �hozz�rendel�ses� f�ggv�nyfogalmat akarjuk
kialak�tani a t�rt�neti fejl�d�s l�pcs�fokainak kihagy�s�val� Ez a tiszt�n deduk�
t�v megk�zel�t�s s�rti azt a genetikai elvet� amely szerint az egyedfejl�d�s nagy
vonalakban k�veti a fajfejl�d�st� Vagyis az egyes ember ismereteinek fejl�d�se
ler�vid�tett� letiszt�tott megism�tl�se az emberis�g ismeretfejl�d�s�nek�
A t�rt�neti �t 
gyelmen k�v�l hagy�s�nak vesz�lyeire az �j matematikai tan�

tervekben� m�r �����ben memorandumban h�vta fel a 
gyelmet hatvan�t neves
amerikai matematikus �k�zt�k P�lya Gy�rgy�� �gy t�nik hi�ba� Nevel�si
szempontb�l is nagyon fontos lenne a t�rt�neti �t sz�nes� �rdekes bemutat�sa�
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Felhaszn�lhat� a t�rgy megszerettet�s�re� a motiv�ci�s b�zis er�s�t�s�re� az �r�k
�l�nk�t�s�re� �gy m�g a hum�n be�ll�totts�g� gyerek is tal�lhat k�t�d�st a ma�
tematik�hoz� A nagy matematikusok �let�nek bemutat�sa is komoly nevel�
hat�s�� V�gezet�l� minden szaktan�rnak illik ismerni szakt�rgya t�rt�net�t�
Ez hum�n t�rgyakn�l m�r r�gen nem vitatott k�rd�s�
A k�nyv el�sz�r t�rt�neti korszakokk�nt t�rgyalja a matematika fejl�d�s�t a

modern matematika kor�ig� K�l�n fejezet sz�l a magyar matematik�r�l� Ebben
a r�szben t�rgyaljuk a matematika �ltal�nos elvi k�rd�seit �s 
loz�
�j�t� A m��
sodik r�szben a modern matematika legfontosabb fejezeteinek f�bb fogalmait�
eredm�nyeit mutatjuk be� a sz�zadunk k�zep�ig bez�r�an� A kiv�laszt�s szem�
pontjai k�z�tt a tan�rk�pz�s anyag�hoz val� k�t�d�s� a magyar vonatkoz�s�
eredm�nyek bemutat�sa �s a szerz� egy�ni �rdekl�d�se is szerepeltek� Az egyes
fejezetek ut�n gyakorlatokat� magyar nyelv� irodalmat� a k�nyv v�g�n pedig
�letrajzi jegyzeteket �s k�t f�ggel�ket tal�lhatunk�
A t�rgyal�sm�d igyekezett a legjobb kompromisszumot megtal�lni az �rt�

het�s�g �s a pontoss�g k�z�tt� Nem akart a r�szletekben elmer�lni� hanem a
megl�v� ismeretekre �p�l� �ttekint�sre� szintetiz�l�sra t�rekedett�
A k�nyv c�lja nem csup�n egy vizsg�ra val� felk�sz�l�s seg�t�se� Ez ann�l is

nehezebb� mert a t�rgy helyzete v�ltoz�ban volt �s van a tan�rk�pz�sben� A t�r�
gyat tan�t� tan�r �zl�se szerint v�logathat a t�rgyalt anyagb�l� amely rem�nyeink
szerint tartalmazza egy matematikatan�r sz�m�ra legfontosabb ismeretanyagot�
�gy a tan�ri tov�bbk�pz�sek k�zik�nyve is lehet�
A nem matematikus olvas� 
gyelm�t bizony�ra jobban lek�tik a t�rt�neti

�rdekess�gek� a korszakok �tfog� �rt�kel�sei� az �letrajzok� Nagy matematikusok
nagy bakl�v�seinek �s nagy vit�inak bemutat�sa szolg�ljon nemcsak tanuls�gul�
hanem vigasztal�sul is sz�m�ra�
A lektorok �tfog� �rt�kel�seikkel� hasznos �tmutat�saikkal �s a hib�k gondos

felt�r�s�val nagym�rt�kben hozz�j�rultak a k�nyv jobb�t�tel�hez� A tipogr��

ai munk��rt �s a sz�p �br�k�rt Kov�cs Zolt�n koll�g�mat illeti k�sz�net� A
megmaradt hib�k�rt nem �ket� hanem egyed�l a szerz�t terheli a felel�ss�g�
K�sz�netem fejezem ki a k�t kiad� munkat�rsainak� k�l�n�sen Votisky

Zsuzs�nak� a TYPOTEX �gyvezet� igazgat�j�nak� akinek b�tor�t�sa� szervez�
munk�ja n�lk�l e k�nyv nem k�sz�lt volna el�

Ny�regyh�za� ����

Filep L�szl�
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�lland� jel�l�sek

Jel Jelent�s

jH j H halmaz sz�moss�ga

P �H� H halmaz hatv�nyhalmaza

� eleme

� r�szhalmaz

� val�di r�szhalmaz

� metszet �k�z�s r�sz�

� uni� �egyes�t�s�

n k�l�nbs�g

H H komplementere

� Descartes�szorzat

R� � � H �K H �s K k�z�tti �bin�r� rel�ci�

� � H � K H lek�pz�se K�ba

	 konjunkci� �logikai �s�


 diszjunkci� �logikai vagy�

e neg�ci� �tagad�s�

� minden �univerz�lis kvantor�

� van olyan �egszisztenci�lis kvantor�

�� pontosan egy

�
 k�vetkezik �implik�ci��

�
 akkor �s csak akkor �logikai ekvivalencia�
�� halmazok ekvivalenci�ja� strukt�r�k izomor
zmusa

N term�szetes sz�mok halmaza

Z eg�sz sz�mok halmaza

Q racion�lis sz�mok halmaza

R val�s sz�mok halmaza

C komplex sz�mok halmaza

N� � Z�� Q� � R� az illet� halmazok pozit�v tartom�nya

N�� � Z
�
� � Q

�
� � R

�
� az illet� halmazok pozit�v tartom�nya �s a nulla
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I� r�sz

A matematika t�rt�neti fejl�d�se

� � � � ha a tudom�ny valamelyik
ter�let�t �vagy elm�let�t� vagy fo�
galm�t� tan�tjuk� akkor az ember�
pal�nt�knak nagy l�p�sekkel nyomon
kell k�vetni�k az emberis�g szellemi
fejl�d�s�t��

�P�lya Gy�rgy� �����
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�� fejezet

A matematika elvi k�rd�sei

���� A matematika� mint tudom�ny �s tant�rgy

A matematika saj�tos helyet foglal el a tudom�nyok rendszer�ben� Nem sorol�
hat� sem a term�szet�� sem a t�rsadalomtudom�nyokhoz� hanem �n�ll� kateg��
ria �s ugyanakkor minden tudom�ny seg�dtudom�nya�
R�gebben a term�szettudom�nyokhoz sorolt�k� hiszen csak ott tudt�k alkal�

mazni� Ahogy Galilei kifejezte� �A term�szet k�nyve a matematika nyelv�n
�r�dott�� K�s�bb a matematikai m�dszerek m�s tudom�nyokba is behatoltak�
�gy Galilei mond�sa ma m�r a t�rsadalomra is kiterjeszthet�� Nem t�lz�s
azt sem �ll�tani� hogy a matematika � els�sorban a sz�m�t�g�pek r�v�n �
bevonult nemcsak a tudom�nnyal foglalkoz�k� hanem az �tlagember mindennapi
�let�be is� Ennek vet�letek�nt a fels�oktat�s minden �g�ban egyre ink�bb helyt
kap a matematika� Ezen bel�l f�leg a val�sz�n�s�gi�statisztikai �s sz�m�t�g�p�
tudom�nyi alapismeretek� valamint a matematikai modellalkot�s �s optimum�
sz�m�t�s m�dszerei v�lnak egyre fontosabbakk�� A matematik�nak ezt a fontos
szerep�t el�sz�r az USA�ban ismert�k fel �����ben az �n� szputnyik sokk ut�n�
Az els� szovjet m�hold fell�v�se meglepte� a tudom�nyos �s technikai f�l�nye tu�
dat�ban l�v� Amerik�t� A lemarad�s okait elemezve r�j�ttek� hogy els�sorban
a matematika oktat�s�t kell meg�j�tani� Kialakult �s vil�gm�ret�v� v�lt egy
oktat�si reformmozgalom� az �j matematika �new math�� A legt�bb orsz�gban
ma haszn�latos tantervek �s tank�nyvek e mozgalom term�kei� term�szetesen
elt�r� von�sokkal�
A matematikaoktat�s reformja h�rom forr�sra t�maszkodott� Szakmai oldal�

r�l a francia Bourbaki csoport munk�ss�g�ra� amely Euklid�szhez hasonl�an
igyekezett megteremteni a mai matematika szint�zis�t halmazelm�leti�logikai
alapokon� Didaktikai oldalr�l P�lya Gy�rgy felfedez�ses �heurisztikus� m�d�
szere �s Dienes Zolt�n cselekedtet�ses �manipulat�v� eszk�zei voltak a meg�
hat�roz�ak�  k is felhaszn�lt�k m�dszereik kidolgoz�s�ban a harmadik forr�st�
Piaget francia pszichol�gus eredm�nyeit� aki megteremtette a matematikata�
n�t�s pszichol�gi�j�t� Az �j matematika meghonos�t�s�ban nagy szerepe volt
Varga Tam�snak� Peller J�zsefnek� Szendrei J�nosnak �s m�soknak�
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Mivel az UNESCO �ltal is elismerten mindenf�le m�velts�g k�t alappill�re
az anyanyelvi �s a matematikai m�velts�g� ez�rt a matematika oktat�s�t ennek
megfelel�en kell�ene� az eg�sz t�rsadalomnak kezelnie�

��	� A matematika saj�toss�gai

A matematik�nak m�s tudom�nyokn�l jobban jellemz�� ezekt�l r�szben elt�r�
m�dszerbeli saj�toss�gai vannak� Ezek a k�vetkez�k�

Magasfok
 absztrakci�

M�r a legegyszer�bb matematikai fogalmak is t�bbsz�r�s absztrakci� ered�
m�nyei� Ebben a vonatkoz�sban a 
loz�
a hasonl�that� legink�bb a mate�
matik�hoz� Nem v�letlen�l oktatt�k sok�ig a �tiszta� matematik�t a 
loz�
a
r�szek�nt�
Az absztrakci�nak k�t alapt�pus�t alkalmazza a matematika� Az �ltal�nos�t�

absztrakci� sor�n konkr�t dolgokb�l a k�z�sen megl�v� �ltal�nos von�st ragadja
ki� �gy alakult ki p�ld�ul a �kett�� fogalma� mint a � l�� � alma� stb� konkr�t dol�
gokban megl�v� k�z�s von�s� tudniillik az� hogy ugyanannyian vannak� Ilyenkor
a dolgok m�s tulajdons�gait�l eltekint�nk� Matematikai nyelven sz�lva� amikor
a gyerek kialak�tja a �kett�� fogalm�t� akkor elvonatkoztatja �absztrah�lja� azt�
ami ezekkel az egym�ssal ekvivalens halmazokban k�z�s� vagyis a sz�moss�got�
Ez�rt de
ni�ljuk a term�szetes sz�mokat halmazelm�letileg �gy� mint a v�ges
halmazok sz�moss�gait� A kett�� �t stb� sz�mok fogalma teh�t konkr�t dol�
gokb�l alakult ki els�dleges �ltal�nos�t� absztrakci�val� Ezekb�l a fogalmakb�l
m�sodlagos absztrakci�val ad�dik a term�szetes sz�m� majd �jabb �t�bbsz�r�s�
absztrakci�kkal p�ld�ul a val�s sz�m fogalma�
Az absztrakci� m�sik fajt�j�t egyszer�s�t� absztrakci�nak nevezz�k� Ez a

fogalomalkot�snak az a m�dja� amikor eltekint�nk az illet� konkr�t dolognak
a val�s�gban megl�v� bonyolults�g�t�l� csak egyszer�s�tett form�j�t vessz�k 
�
gyelembe� �gy alakult ki p�ld�ul az egyenes szakasz fogalma� a term�szetben
megl�v� egyenes t�rgyak egyszer�s�tett form�jak�nt� Az egyszer�s�t� absztrak�
ci� �jabb alkalmaz�s�val kapjuk a pont� az egyenes �s a s�k fogalmaib�l a line�ris
alt�r fogalm�t�
Az absztrakci� mellett a matematik�ban alkalmazunk m�s fogalomalkot�si

eszk�z�ket is� Gyakori az oszt�lyoz�s k�l�nleges form�j�nak� a specializ�l�s�
nak haszn�lata� �gy kapjuk a csoport fogalm�b�l az Abel�csoport� az egyszer�
csoport� a torzi� csoport� stb� fogalmakat�

Dedukt�v jelleg

A matematikai �ll�t�sokat dedukt�v �ton kell bizony�tani� azaz m�r ismert
t�telekre logikailag visszavezetni� A k�s�rleti 
zik�ban gyakori indukt�v bi�
zony�t�s viszont konkr�t esetekben val� kipr�b�l�ssal igazol� A matematik�ban
nem el�gsz�nk meg azzal� hogy �ll�t�sunkat minden konkr�t esetre bel�tjuk�
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Gondoljunk p�ld�ul egy term�szetes sz�mokra vonatkoz� �ll�t�s teljes induk�
ci�s bizony�t�s�ra� Az indukci�s m�dszernek a matematik�ban csak a t�telek
megsejt�s�ben van �fontos!� szerepe�
A matematikai bizony�t�s k�t alapt�pus�t szok�s megk�l�nb�ztetni�

�� Direkt bizony�t�s� A k�rd�ses �ll�t�st logikailag visszavezeti ismert �ll�t�sokra�
S�m�ja� Az A �ll�t�s igaz� mert k�vetkezik az igazaknak tekintett B�� B�� � � � � Bn

�ll�t�sokb�l�
	� Indirekt bizony�t�s� A harmadik kiz�r�s�nak elv�n alapul� Felteszi� hogy a
bizony�tand� A �ll�t�s nem A tagad�sa �nem ellenkez�je!� igaz� �s megmutatja�
hogy ez a feltev�s ellentmond�sra vezet� vagyis nem A hamis �ll�t�s� Mivel egy
�ll�t�s �s tagad�sa k�z�l pontosan egy igaz� ez�rt ha nem A hamis� akkor A
igaz� S�m�ja� Az A �ll�t�s igaz� mert tagad�sa nem lehet igaz�
Az indirekt bizony�t�st gyakran alkalmazzuk valami l�tez�s�nek igazol�s�ra�

Megmutatjuk� hogy a l�tez�s tagad�sa ellentmond�sra vezet� teh�t az illet�
dolognak l�teznie kell �egzisztencia bizony�t�s�� Enn�l term�szetesen meggy��
z�bb valami l�tez�s�nek igazol�s�ra az illet� dolog megkonstru�l�sa �konstrukt�v
bizony�t�s�� Indirekt �ton szoktuk bizony�tani valami l�tez�s�nek egy�rtelm��
s�g�t �unicit�s�t� is� Az indirekt bizony�t�s sor�n gyakran az �ll�t�s kontrapoz��
ci�j�t igazoljuk� Eml�keztet�nk r�� hogy egy ha A
 akkor B �ll�t�s logikailag
egyen�rt�k� kontrapoz�ci�s form�ja� ha nem B
 akkor nem A�
A bizony�t�sok egy m�sfajta oszt�lyoz�sa szerint egy bizony�t�s lehet szin�

tetikus� vagy analitikus� Az el�z� igaz t�telekb�l kiindulva igazol� az ut�bbi
pedig az igaznak tekintett �ll�t�st visszavezeti igaz �ll�t�sokra �s hivatkozik a
l�p�sek megford�that�s�g�ra�
A matematika term�szetesen ismer bizony�thatatlan �ll�t�sokat is� vagyis

olyanokat amelyeket nem lehet m�g egyszer�bb �ll�t�sokra visszavezetni� Ezek
az axi�m�k� vagy alapt�telek� amelyeket bizony�t�s n�lk�l elfogadunk� Az egy�b
matematikai �ll�t�sok �bizony�tott t�telek� mindig ha�akkor fel�p�t�s�ek� Egy
akkor �s csak akkor �ll�t�s mindig k�t �ll�t�sra bonthat� �s k�l�n�k�l�n bi�
zony�tand�� Egy matematikai �ll�t�s teh�t azt tartalmazza� hogy ha ezek �s
ezek az �ll�t�sok igazak� akkor a k�rd�ses �ll�t�s ezekb�l logikailag k�vetkezik�
teh�t ennyiben igaz� Az axi�m�k igazs�g�nak k�rd�se nem matematikai� hanem

loz�
ai probl�ma�
A dedukt�v jelleg legink�bb az axiomatikus m�dszerben mutatkozik meg�

ami a modern matematika f� jellemz�je� Egy matematikai tudom�ny�g axio�
matikus fel�p�t�s�nek sematikus v�zlat�t a ���� �bra szeml�lteti� A modern
axiomatik�ban az alapfogalmaknak m�r nincs szeml�letes jelent�s�k� Az axi�
�m�k szabta korl�tok k�zt �gy egy axi�marendszernek t�bbf�le interpret�ci�ja
lehet�

Saj�tos szimbolika

A matematikai fogalmakat �s t�teleket bet�k� logikai �s egy�b jelek seg�ts�g�vel�
formul�k �s k�pletek form�j�ban fejezz�k ki� A szimbolika fejl�d�se ma m�r ott
tart� hogy elvileg lehets�ges a szavak teljes kik�sz�b�l�se a matematik�b�l�
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De�ni�lt fogalmak Bizony�tott t�telek

Alapfogalmak Logikai elvek Axi�m�k

� � � � � �

� � � � � �

���� �bra� Az axiomatikus fel�p�t�s s�m�ja�

A magasfok� absztrakci� �s fejlett szimbolika k�lcs�n�sen felt�telezik egy�
m�st� A megfelel� szimbolika hi�nya gyakran akad�lyozta a fejl�d�st� egy sze�
rencs�s jel�l�s bevezet�se pedig nagyban el�mozd�totta� M�s oldalr�l pedig� egy
�j fogalom kialakul�sa �j jel�l�sekre t�maszt ig�nyt�
A mai fejlett szimbolika hossz� t�rt�neti fejl�d�s term�ke� Kezdetben min�

dent szavakban fejeztek ki �retorikus matematika�� majd sz�r�vid�t�seket kezd�
tek alkalmazni� amelyekb�l �jabb �s �jabb jelek alakultak ki� D�nt� l�k�st
jelentett a halmazelm�leti�logikai jelrendszer bevezet�se e sz�zad elej�n� ami a
matematika minden �g�ban elterjedt� Egy p�lda a retorikus �s szimbolikus ki�
fejez�sm�d k�l�nb�z�s�g�re�
Retorikus� Az A halmazt akkor nevezz�k a B halmaz val�di r�szhalmaz�nak�

ha A minden eleme eleme B�nek is� de B�nek van olyan eleme� ami A�nak nem
eleme�
Szimbolikus�

A � B �� ���x � x � A �
 x � B� 	 ��x � x �� A 	 x � B��

Ez a nagyfok� szimboliz�l�s elker�lhetetlens�ge mellett k�ros is� Neh�zz�
teszi a k�v�l�ll� sz�m�ra a matematika meg�rt�s�t� Nemcsak a matematikai
tartalommal kell megb�rk�znia� hanem az azt k�dol� formanyelvvel is� Az ok�
tat�sban is ker�lni kell a jel�l�sek t�lzott haszn�lat�t� amire az oktat�si re�
formok sor�n volt tendencia�
A matematika egyre t�bb r�szter�letre boml�sa azzal is j�rt� hogy minden

egyes �g kifejlesztette saj�t szimb�lumrendszer�t� ami nagyon megnehez�tette
a matematikusok sz�m�ra is egym�s meg�rt�s�t� M�r Hilbert tartott ett�l�
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Neumann J�nos pedig kereken bevallotta� hogy tized�t sem �rti a matematikai
konferenci�n elhangzott el�ad�soknak�
A matematikai szimbolika fejl�d�s�ben �j von�s a sz�m�t�stechnikai jel�l�s�

rendszer kialakul�sa �folyamat�bra� g�pi nyelvek� stb�� A sz�m�t�g�ptudom�ny
�n�ll�sul�sa miatt� azonban nem biztos� hogy ezt a matematika fejl�d�s�hez
fogja sorolni a j�v� t�rt�net�r�sa�

��
� A matematika �loz���ja

A matematik�val kapcsolatos 
loz�
ai probl�m�k t�rgyal�sa nem v�laszthat�
el a matematik�t�l� annak t�rt�net�t�l� Ahogy Kant �rta� A matematika
t�rt�nete 
loz�
�ja n�lk�l vakk�� 
loz�
�ja t�rt�nete n�lk�l s�kett� v�lik�
A 
loz�
a azokra a k�rd�sekre igyekszik v�laszt adni� hogy mi a matema�

tika t�rgya� mi a matematikai fogalmak eredete� mi biztos�tja a matematikai
�ll�t�sok igazs�g�t �s alkalmazhat�s�g�t� teh�t egysz�val� mi a matematika"
Sz�zadunkban ezek a k�rd�sek �j megvil�g�t�st kaptak �s visszahatottak a ma�
tematik�ra a halmazelm�leti ellentmond�sok �antin�mi�k� kapcs�n� amelyek a
v�gtelen halmazokn�l jelentkeztek� A matematik�r�l val� 
lozof�l�shoz �a meta�
matematik�hoz� a nyersanyagot a matematika t�rt�nete biztos�tja�
Sz�zadunkban a matematika 
loz�
�j�nak h�rom ir�nyzata krist�lyosodott

ki �s v�lt uralkod�v�� az intuicionizmus� a logicizmus �s a formalizmus� A ma�
gyar sz�rmaz�s� Lakatos Imre munk�ss�ga a tudom�ny
loz�
a �j ir�nyza�
t�nak kezdet�t jelenti� ezen ir�nyzatok tagad�sak�nt� A marxizmus Engels
m�lt sz�zadbeli alapt�teleinek korszer�s�t�s�re �s az idealista ir�nyzatok kri�
tik�j�ra �sszpontos�tott� �gy elmaradt a fejl�d�s f� ir�ny�t�l� Engels szerint
a matematika a val�s�gos vil�g mennyis�gi viszonyainak �s t�rbeli form�inak
tudom�nya� ami egy na�v materialista de
n�ci�nak elfogadhat�� de ma m�r t�l�
haladott� Kolmogorov szovjet matematikus ezt a val�s�gos vil�g mennyis�gi
�s t�rbeli viszonyair�l �s form�ir�l sz�l� tudom�nny� korszer�s�tette� de ezt sem
tudta megt�lteni kell� konkr�t �s korszer� matematikai tartalommal�

Intuicionizmus �konstruktivizmus�

Az ir�nyzat megalapoz�ja a holland Brouwer� de gy�kerei Kantig �s m�g
messzebb� Plat�nig ny�lnak vissza�

Plat�n szerint l�tezik a val�s�gos dolgok vil�ga �s az ide�k vil�ga� A ma�
tematika fogalmai a v�ltozatlan� t�k�letes ide�k vil�g�ba tartoznak� szemben
az esetleges �s v�ltoz� val�s�gos dolgok vil�g�val� L�tezik p�ld�ul a der�ksz�g�
h�romsz�g ide�ja �fogalma� �s l�teznek a konkr�t der�ksz�g� h�romsz�gek� ame�
lyek k�l�nb�z� m�rt�kben hasonl�tanak a der�ksz�g� h�romsz�g ide�j�ra�
Az ide�k megismer�se nem az �rz�kel�s� hanem az �rtelem dolga� amely

sz�ks�gszer� �s v�ltozatlan viszonyokat �llap�t meg az ide�k k�z�tt� Ilyenek
a matematika t�telei is� Ezek a val�s�gban annyira igazak� amennyire az illet�
dolgok hasonl�tanak ide�ikra� A Pitagorasz�t�tel sz�ks�gszer�en igaz a der�k�
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sz�g� h�romsz�gekre� mint ide�kra� de csak k�zel�t�leg �s esetlegesen a konkr�t
der�ksz�g� h�romsz�gekre�

Plat�n gondolataihoz kapcsol�dik Kant is� akinek ma is meghat�roz� sze�
repe van a matematika minden 
loz�
ai ir�nyzat�ban� Csak annyi a k�l�nbs�g�
hogy van� aki hivatkozik r� �s van� aki vitatkozik vele�

Kant szerint a matematikai fogalmak nem a tapasztalatb�l sz�rmaznak
�nem a posterioriak�� hanem a tapasztalatot megel�z�en �a priori� keletkeztek
bels� bel�t�ssal� azaz intuit�v �ton� P�ld�ul a t�r �s id� fogalmai vel�nk sz�letett
szeml�leti form�k� Seg�ts�g�kkel a tudat a t�rgyakat t�rben lev�knek gondolja�
�s id�ben egym�sut�n rendezi el�
Ez az elgondol�s Kant ismeretelm�let�n alapszik� amely szerint a vil�g ket�

t�s term�szet�� Egyr�szt van a jelens�gvil�g� amely �rz�kel�s �tj�n megismer�
het�� m�sr�szt van a l�nyegvil�g� amelyhez az �rz�kel�ssel meg nem ismerhet�
�gynevezett mag�ban val� dolgok tartoznak� Ezeknek l�tezni�k kell� hisz a je�
lens�gek m�g�tt lenni kell valaminek� k�l�nben �jelens�g van� de nincs semmi�
ami megjelenik�� A matematika fogalmai is e l�nyegvil�ghoz tartoznak�
Az �t�leteket a k�vetkez�k�ppen csoportos�tja Kant�

�� Analitikus �t�letek� amelyek a dolgokr�l nem adnak �j ismeretet� alanyuk
tartalmazza az �ll�tm�nyt� P�ld�ul� minden test kiterjedt�

�� Szintetikus �t�letek� amelyek �jat mondanak a dolgokr�l� ak�r a jelen�
s�gekr�l� ak�r a mag�banval�kr�l�

Kant szerint l�tezik a priori szintetikus �t�let� amely a mag�banval� dol�
gokr�l ad �j ismeretet� m�s sz�val l�tezik tiszta matematika� A matematikai
t�telek� vagyis az a priori szintetikus �t�letek igazs�g�t a bels� bel�t�s �intu�ci��
biztos�tja� amely vel�nk sz�letett k�pess�g� A tiszta matematika t�rgy�t a t�rre
�s id�re vonatkoz� intuit�v �s a priori konstrukci�k adj�k� M�s sz�val a tiszta
matematika a t�r �s id� strukt�r�j�t vizsg�lja a tapasztalatt�l f�ggetlen�l�
A tiszta matematika alkalmazhat�s�g�t az biztos�tja� hogy ami a priori intu�

it�v �ton elgondolhat�� az a posteriori �ton� azaz tapasztalatilag megkonstru�l�
hat�� P�ld�ul egy h�romdimenzi�s g�mb gondolatilag� �s ez�rt gyakorlatilag is
konstru�lhat�� Egy n�gydimenzi�s g�mb logikailag ellentmond�stalan fogalma
viszont csak posztul�lhat�� de intuit�ve� �s ez�rt gyakorlatilag sem konstru�l�
hat��

Brouwer tov�bbfejlesztette Kant el�bbi gondolatait� M�g a posztul�lha�
t�s�g�t is tagadta azon fogalmaknak� amelyek tudatilag nem konstru�lhat�k�
�gy nem l�teznek a v�gtelen halmazok sem� ami egy�ttal megoldja a k�r�kben
fell�p� ellentmond�sok probl�m�j�t is�
Az ember el tud k�pzelni ak�rmilyen nagy term�szetes sz�mot� teh�t el tud�

ja fogadni� hogy sz�muk potenci�lisan v�gtelen� De a term�szetes sz�mok hal�
maz�t� mint lez�rt egys�get� vagyis az aktu�lis �t�nyleges� v�gtelent senki sem
tudja elk�pzelni� teh�t v�gtelen halmazok nem l�teznek�
Szerinte a matematika a tapasztalatt�l f�ggetlen� nyelv n�lk�li tudattev��

kenys�g� A t�telek igazs�g�t a bels� bel�t�s ��nevidencia� biztos�tja� Ez�rt
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csak a konstrukt�v bizony�t�sok fogadhat�k el� az egzisztencia bizony�t�sok nem�
mivel ezek a harmadik kiz�r�s�nak elv�re �a trichot�mia t�rv�ny�re� �p�lnek�
ami nem �rv�nyes az intuicionista matematik�ban� Ez�rt annak eld�nt�s�re�
hogy egy A �ll�t�s �s tagad�sa k�z�l melyik igaz� nem el�g csak az egyiket
bizony�tani vagy c�folni� mindkett�t kell konstrukt�van igazolni� illetve c�folni�
Brouwer a k�vetkez� p�ld�val illusztr�lta �rvel�s�t� Tekints�k a �	
��
����
sorozatot �s a � �v�gtelen nem szakaszos� tizedest�rt alakj�t� Ez a sorozat vagy
el�fordul valahol � tizedest�rt alakj�ban� vagy nem� Legyen n � 	� ha a sorozat
el�fordul �s legyen n � �� ha nem� Semmilyen m�dszer nem �ll rendelkez�sre
annak eld�nt�s�re� hogy n � � vagy 	� Teh�t n nem konstru�lhat�� Ez�rt sem
az az �ll�t�s� hogy a �	
��
���� sorozat el�fordul � tizedest�rt alakj�ban� sem
az �ll�t�s tagad�sa nem igazolhat��
A t�r �s id� a priori szerkezet�re �amelyet az euklid�szi geometria �r le� �p�l�

kanti intuicionista matematika alapjait a nemeuklid�szi geometri�k felfedez�se
ingatta meg� Megd�lt a geometriai intuici�ba vetett hit �s ezut�n igyekeztek
a matematik�t nem a geometriai szeml�letre� hanem az aritmetik�ra� vagyis
a term�szetes sz�mokkal val� sz�mol�sra visszavezetni� Ezt a t�rekv�st Kro�
necker n�met matematikus �gy fogalmazta meg� A term�szetes sz�mokat Is�
ten teremtette� minden m�s az ember m�ve� Egy m�sik n�met matematikus�
Jacobi szerint pedig� Isten mindig aritmetiz�l� mintegy visszautalva Plat�n
h�res mond�s�ra� Isten mindig geometriz�l� Ehhez kapcsol�dva Brouwer is
a term�szetes sz�mokat tekintette a matematikai konstru�l�s alapj�nak� �s az
eg�sz matematik�t az aritmetik�ra igyekezett visszavezetni� A term�szetes sz��
mok alapintu�ci� r�v�n mindenki sz�m�ra adottak� �s ez az eg�sz matemati�
ka kiindul�pontja� Teh�t az eg�sz matematik�t a term�szetes sz�mokb�l kell
konstrukt�ve fel�p�teni� A matematikai objektumok mindaddig nem tekinthe�
t�k l�tez�nek� am�g nincsenek v�ges sok l�p�sben megkonstru�lva a term�szetes
sz�mokb�l kiindulva� Annak kimutat�sa� hogy neml�tez�s�k ellentmond�sra
vezet� nem elegend�� A fel�p�t�s megtehet� szeml�letesen az egys�gnyi mennyi�
s�g ism�telt dupl�z�s�val� illetve az id�egys�g ism�telt felez�s�vel�
Az intuicionista sz�m�ra a matematikai anal�zis j� r�sze eldoband�� mert

egyr�szt v�gtelen halmazokkal dolgozik� m�sr�szt sok benne a trichot�mia t�r�
v�ny�re �p�l� egzisztencia bizony�t�s� Brouwermegk�s�relt fel�p�teni egy intu�
icionista anal�zist v�gtelen halmazok �s egzisztencia bizony�t�sok n�lk�l� Ebben
az anal�zisben p�ld�ul minden val�s f�ggv�ny folytonos�

Logicizmus

Megalapoz�i az angol Russell �s a n�met Frege� akik Leibniz munk�ss�g�b�l
indultak ki� Leibniz a logik�t olyan egyetemes tudom�nynak tekintette� amely
minden m�s tudom�nyt mag�ban foglal� teh�t a matematika is a logika r�sze�
K�tf�le igazs�got k�l�nb�ztetett meg�

�� T�nyigazs�gok� Ezek a 
zikai val�s�g igazs�gai� V�letlenszer�ek� ellen�
t�t�k is lehet igaz� P�ld�ul� a pap�r� amire �rok feh�r� Az ilyen igazs�gok
csak a mi vil�gunkban �rv�nyesek�
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���� �bra� Az ����	 �ll�t�s logikai levezet�se A matematika alapjai 
�	� oldal�n�

�� #szigazs�gok� Logikai alapelvekre �p�lnek� �s minden lehets�ges vil�gban
sz�ks�gszer�en igazak� Ilyenek a matematikai t�telek� A matematika
alkalmazhat� a mi vil�gunkra� mert azt Isten �gy teremtette� hogy arra
a tiszta matematika t�telei alkalmazhat�k legyenek� Ez�rt a mi vil�gunk
�a lehets�ges vil�gok legjobbika�� Ezt az �ll�t�st parodiz�lja Voltaire
Candide c�m� reg�ny�ben�

Leibniz megteremtette a mai logikai jel�l�srendszer alapjait is� S�t megk��
s�relt kidolgozni egy egy�rtelm� logikai nyelvet a hom�lyos� f�lre�rthet� k�znapi
nyelv helyett� A logicista 
loz�
a Leibnizhez kapcsol�dva a matematik�t nem
az aritmetik�ra� hanem a logik�ra akarja fel�p�teni a hamisnak bizonyult geomet�
riai szeml�let helyett� Azt k�v�nt�k megmutatni� hogy a matematika puszt�n a
logika t�rv�nyeinek alkalmaz�sa� Akkor m�r tudt�k� hogy a matematika vissza�
vezethet� a halmazelm�letre� amit azonosnak tekintettek a logik�val� P�ld�ul
az A r�szhalmaza B�nek logikai megfelel�je egy implik�ci�� ha A
 akkor B� A
�halmaz� helyett az �oszt�ly� megnevez�st haszn�lt�k� ami logikai fogalom�

Russell �gy fogalmaz egy helyen� �a tiszta matematika kiz�r�lag olyan fogal�
makkal foglalkozik� amelyek kev�s sz�m� alapvet� logikai fogalommal de
ni�l�
hat�k� A tiszta matematika minden �ll�t�sa levezethet� kev�s sz�m� logikai
alapelvb�l�� Ezt a logicista programot Russell �sWhitehead dolgozt�k ki A
matematika alapjai c�m� m�v�kben� amely �����ben jelent meg� Ebben p�ld�ul
az �$�%� �ll�t�st is logikailag vezett�k le ����� �bra��
A logicista program kudarc�t a halmazelm�leti antin�mi�k felfedez�se je�

lentette� amelyek k�z�l az els�t �ppen Russell tal�lta meg� Elker�l�s�kre
kidolgozta a t�pusok elm�let�t� Az alapobjektumok� amelyeket nem vet�nk
logikai vizsg�lat al�� � t�pus�ak� Ezek tulajdons�gai 	 t�pus�ak� Az 	 t�pus�
objektumok tulajdons�gai 
 t�pus�ak� �s �gy tov�bb� Azok a matematikai objek�
tumok� amelyek egyetlen t�pusba sem tartoznak �pl� az �sszes halmaz halmaza�
elhagyand�k� �gy az ellentmond�sok elker�lhet�k� K�s�bb tal�ltak olyan ellent�
mond�sokat� amelyek a t�pusok elm�let�vel sem k�sz�b�lhet�k ki� A kudarc
ellen�re a logicist�k �ri�si munk�t v�geztek a matematikai logika ki�p�t�s�ben
�s az axiomatikus m�dszer tov�bbfejleszt�s�ben�
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Formalizmus

Ez az ir�nyzat az intuicionizmussal �s a logicizmussal val� vit�ban sz�letett� F�
c�lja szint�n az antin�mi�k kik�sz�b�l�se �s ez�ltal a matematika k�ts�gbevon�
hatatlan megalapoz�sa volt� Legf�bb k�pvisel�je Hilbert�
A formalista 
loz�
a szerint a matematika a form�lis rendszerek tudom�nya�

Fogalmainak �s a bel�l�k logikailag levezetett t�teleknek nem kell jelent�st tu�
lajdon�tani� Ezeknek nincs tartalmuk� nem lehet k�rdezni� hogy igazak�e� Csak
azt lehet k�rdezni� hogy formailag helyes k�vetkeztet�sekkel ad�dtak�e�
A matematika �gy egy form�lis axiomatikus rendszerr� v�lik� amellyel

szemben csak az ellentmond�smentess�g a k�vetelm�ny� �Ezzel kapcsolatban
Brouwer a k�vetkez�ket jegyezte meg� hi�ba bizony�tja be Hilbert� hogy pl�
a halmazelm�let ellentmond�stalan� ez nem v�ltoztat azon� hogy �rtelmetlen�
Hilbert replik�ja� �Senki nem �zhet ki benn�nket abb�l a Paradicsomb�l�
amit Cantor teremtett sz�munkra�� A hagyom�nyos matematik�ban az ellent�
mond�sok az�rt keletkeztek� mert az alapfogalmaknak �s axi�m�knak jelent�st
tulajdon�tottak� P�ld�ul a s�kgeometri�ban l�v� pont �s egyenes alapfogalmak�
nak �s mondjuk a �B�rmely k�t ponton �t egy egyenes h
zhat�� axi�m�nak nem
szabad szeml�letes jelent�st adni� Az �ll�t�s logikai �rt�ke nem f�gg att�l� hogy
milyen szeml�letes tartalmat adunk a benne szerepl� fogalmaknak� Nem fontos�
hogy pont �s egyenes alatt mit �rt�nk� helyett�k ak�r m�s szavakat is haszn�l�
hatunk� P�ld�ul mondhatjuk� hogy �b�rmely k�t iz�n �t egy miz� h
zhat���
Teh�t b�rmely matematikai elm�let �t�rhat� egy jelekb�l �s j�t�kszab�lyok�

b�l �ll� form�lis rendszerr�� A matematika nem m�s� mint ilyen form�lis rend�
szerek tudom�nya� &gy is mondhatjuk� hogy a formalista sz�m�ra a matematika
a form�lis levezet�sek tudom�nya� amely axi�m�kb�l logikai k�vetkeztet�sekkel
t�teleket k�sz�t� Ezeknek mindaddig nincs tartalma� am�g nem interpret�ljuk
�ket� P�ld�ul a pont �s egyenes szavakat a szok�sos m�don� Ekkor m�r lehetnek
igazak vagy hamisak az adott interpret�ci�ban�
A sz�zad k�zep�re ez az ir�nyzat v�lt uralkod�v� a matematika 
loz��


�j�ban� Hat�sa kimutathat� az ��j matematika� tank�nyveiben is� Ezekben
t�ltengett a halmazelm�leti�logikai formanyelv� a form�lis logikai megk�zel�t�s�
gyakran m�g�ttes tartalom n�lk�l� A bizony�t�sok mellett h�tt�rbe szorult a
p�ld�kon �s ellenp�ld�kon val� fejl�d�s bemutat�sa� ami pedig az �l� matema�
tika fontos saj�toss�ga�
A formalizmus ma visszaszorul�ban van� amit az is el�seg�tett� hogy sor�

ra sz�lettek olyan eredm�nyek� amelyek megmutatt�k a form�lis axiomatikus
m�dszer� vagyis a matematika biztos alapokra val� helyez�s�nek korl�tait� Nem
siker�lt az axi�marendszerek ellentmond�smentess�g�t bizony�tani� megmutat�
t�k eld�nthetetlen probl�m�k l�tez�s�t� �s �gy tov�bb�

A Lakatos�f�le ir�nyzat

A magyar sz�rmaz�s� Lakatos Imre az �tvenes �vekben Angli�ban dolgozta
ki tudom�ny
loz�
�j�t� amelyet a Bizony�t�sok �s c�folatok c�mmel magyarul
is megjelent k�nyv�ben publik�lt�
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N�zetei szorosan kapcsol�dnak Karl Popper tudom�ny
loz�
ai �s P�lya
Gy�rgy m�dszertani gondolataihoz� Elvetette a biztos alapok �s k�ts�gbevon�
hatatlan bizony�t�sok keres�s�re ir�nyul� t�rekv�seket� azok kudarca miatt� Kri�
tik�ja els�sorban a formalizmus ellen ir�nyul� mert az elszak�tja a matematik�t
annak t�rt�net�t�l� Lakatos az �l�� fejl�d�� nemform�lis matematik�t vizsg�l�
ta� nem a form�lis rendszerekbe bek�nyszer�tett� halott� form�lis matematik�t�
A nemform�lis matematika nem a k�ts�gbevonhatatlanul bebizony�tott t�telek
sz�m�nak n�veked�se r�v�n fejl�dik� hanem a feltev�sek sz�ntelen helyesb�t�s��
vel� az elm�lked�s �s a kritika� a bizony�t�sok �s c�folatok logik�ja seg�ts�g�vel�
Filoz�
ai h�tt�r�l az a popperi felfog�s szolg�lt� hogy a tudom�ny t�rv�nyeit

nem lehet bizony�tani � �s ez al�l a matematika sem kiv�tel� Egy elm�let fel�
tev�sekb�l� tal�lgat�sokb�l indul ki� majd pr�b�ra teszik� k�ts�gbevonj�k� �s
ha ki�ll minden pr�b�t� akkor �tmenetileg megalapozott� v�lik� de soha nem
bizony�tott�� Lehet� hogy egy tudom�nyos elm�let objekt�ve igaz� de ezt teljes
bizonyoss�ggal soha nem tudhatjuk� Ezen pesszimista n�zet alapj�ul az elm�leti
term�szettudom�nyokban �s a matematik�ban felbukkant ellentmond�sok� il�
letve kik�sz�b�l�s�kre ir�nyul� t�rekv�sek kudarca szolg�lt� Sokan �gy fejezt�k
ki k�tely�ket� hogy a matematik�ban csak az�rt hihet�nk� mert m�k�dik� �gy
az �rdekl�d�s a form�lis matematik�t�l az �empirikus� matematika fel� fordult�
Lakatos felfog�s�ban a matematika nem t�vedhetetlen� �ppen a kritik�t�l

�s helyesb�t�sekt�l fejl�dik� Egy sejt�sb�l kiindulva p�rhuzamosan keress�k a
bizony�t�sokat �s ellenp�ld�kat� amelyek �sszef�ggenek� az �j bizony�t�sok r�gi
ellenp�ld�kat magyar�znak� az �j ellenp�ld�k r�gi bizony�t�sokat ingatnak meg�
Ez az elemz�s nem a form�lis matematik�ra alkalmazhat�� amelyet nem

siker�lt senkinek fel�p�tenie� hanem az �l�� fejl�d� matematik�ra� amivel az
iskol�ban a tan�roknak �s di�koknak tal�lkozni kell�ene�� Lakatos k�nyv�ben a
kifejt�s m�dj�ul � nem v�letlen�l � egy tan�r�di�k dial�gust v�lasztott�
A Bizony�t�sok �s c�folatok megadja a matematikai felfedez�snek� vagyis a

nemform�lis matematikai elm�letek fejl�d�s�nek s�m�j�t is� Ez a k�vetkez�
szintekb�l �ll�

�� Primit�v sejt�s�

�� Bizony�t�s� Egy durva gondolatk�s�rlet vagy �rvel�s� amely a primit�v
sejt�st r�szsejt�sekre vagy lemm�kra bontja�

	� Glob�lis ellenp�ld�k �a primit�v sejt�ssel szembeni ellenp�ld�k� mer�lnek
fel�


� A bizony�t�s ism�telt vizsg�lata� azonos�tj�k a �b�n�s� lemm�t� amelynek
a glob�lis ellenp�lda helyi ellenp�ld�ja� Ez a b�n�s lemma kor�bban eset�
leg rejtett maradt� vagy t�vesen azonos�tott�k� Most explicitt� teszik ezt
a lemm�t �s felt�telk�nt be�p�tik a primit�v sejt�sbe� A t�tel � a helyes�
b�tett sejt�s � felv�ltja a primit�v sejt�st� Ennek legf�bb �j jellemz�je az
�j� bizony�t�sb�l sz�rmaz� fogalom�

Ez a n�gy alapszint� amelyre m�g tov�bbi szintek �p�lhetnek�
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�� Megvizsg�lj�k m�s t�telek bizony�t�sait� hogy megn�zz�k� el�fordul�e ben�
n�k az �jra megalapozott lemma vagy az �j� bizony�t�sb�l ered� fogalom�
Esetleg meg�llap�tj�k� hogy ez a fogalom k�l�nb�z� bizony�t�sok met�
sz�spontj�ban tal�lhat�� s enn�lfogva alapvet� jelent�s�g��

�� Ellen�rzik az eredeti �s most megc�folt sejt�s mindeddig elfogadott k�vet�
kezm�nyeit�

�� Az ellenp�ld�kat �j p�ld�kk� v�ltoztatj�k� ami r�v�n �j vizsg�lati ter�letek
t�rulnak fel ���	� �bra��

Sejt�s

Na�v pr�ba

Lok�lis ellenp�lda
�gyelembev�tel�vel

Glob�lis ellenp�lda
�gyelembev�tel�vel

Bizony�t�s

C�folat

�jrafogalmaz�s

���� �bra� A matematikai felfedez�s Lakatos�f�le s�m�ja�

���� A matematika fejl
d�s�nek szakaszai

A matematika t�rt�net�t t�bben �s t�bbf�le szempont szerint osztott�k korsza�
kokra� Az itt k�z�lt feloszt�s k�zel �ll a legink�bb elfogadotthoz�

Empirikus matematika �Kr� e� VI� sz�zadig�

Ez a korszak az emberr� v�l�s kor�t�l �a k�korszakokt�l� a g�r�g matematika
megjelen�s�ig tartott� Ekkor alakultak ki hossz� folyamatok sor�n a legegysze�
r�bb matematikai fogalmak� mindenekel�tt a sz�m �s az alak fogalma� Majd
ezekb�l kifejl�d�tt egy egyszer� aritmetika �s geometria� Megjelentek az algebra
cs�r�i is�
Az empirikus jelz� arra utal� hogy a matematik�t az indukt�v tapasztalat�

szerz�s jellemezte� a megoldand� feladatok z�mmel gyakorlatiak voltak� Kiala�
kulnak bizonyos elj�r�sok �t�gy �gy �s �gy� akkor kapod az eredm�nyt�� de nincse�
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nek �ltal�nos� elm�leti jelleg� meg�llap�t�sok� �s f�leg nincsenek bizony�t�sok�
A matematika m�g nem �n�ll�� szem�lyekhez k�thet� tudom�ny�
A legfontosabb eredm�nyek a folyammenti civiliz�ci�kban sz�lettek� vagyis

Egyiptomban �N�lus�� Babil�ni�ban �Tigris �s Eufr�tesz�� valamint Indi�ban
�Indus �s Gangesz� �s K�n�ban �Hoang�ho �s Jangce�� A korszak v�g�n m�r
ismert volt a hagyom�nyos �ltal�nos iskolai anyag�

Az elemi matematika kora �XVII� sz�zadig�

A g�r�g matematik�ban megt�rt�nt a m�ig legnagyobb fordulat a matematika
t�rt�net�ben� gyakorlati� indukt�v tudom�nyb�l elm�leti� dedukt�v tudom�nny�
v�lt� Megjelentek az �ltal�nos t�telek �s bizony�t�sok� Euklid�sz pedig megad�
ta az akkori matematika egys�ges axiomatikus fel�p�t�s�t�
T�bbsz�r�s absztrakci�kkal tov�bb folytat�dott a matematikai fogalomrend�

szer ki�p�l�se� A g�r�g geometria hegem�ni�j�t �tvette az arab algebra� amely�
nek jel�l�srendszer�t az it�liai matematikusok alak�tott�k ki� Egy egyenletben
az x ismeretlen� de �lland� mennyis�get jel�lt� ez�rt szok�s ezt a korszakot az
�lland� mennyis�gek matematik�j�nak nevezni�
A matematika �n�ll� tudom�nny� v�lt �s megsz�nt szem�lytelen volta� Az

els� n�v szerint ismert matematikus Thal�sz volt� A korszak �t�leli az antik
�g�r�g�r�mai� �kort� a k�z�pkort �s a renesz�nszt� A fejl�d�s f�ldrajzi �tja
a g�r�g vil�gt�l Perzsi�n �t Indi�ba� majd onnan arab k�zvet�t�ssel el�sz�r
It�li�ba� v�g�l Nyugat�Eur�p�ba vezetett�
A kor f� eredm�nyei k�z� sorolhat� a helyi�rt�kes hindu�arab sz�m�r�s elter�

jed�se� a trigonometria �n�ll�sul�sa� az algebrai jel�l�srendszer kialakul�sa� a
logaritmus felfedez�se� a harmad� �s negyedfok� egyenletek megold�sa� Term��
szetesen a g�r�g matematika m�r eml�tett nagy teljes�tm�nye mellett� 'sszes�
s�g�ben v�ve kialakult a hagyom�nyos k�z�piskolai tananyag�

�jkori matematika �XIX� sz�zad k�zep�ig�

Kezdet�t az jelzi� hogy Descartes bevezeti a v�ltoz� mennyis�gek� majd a
f�ggv�ny fogalm�t� Egyszer�en sz�lva az egyenlet x �s y ismeretleneib�l egy
f�ggv�ny v�ltoz�it k�pezte� A f�ggv�nyek �s az �ltaluk le�rt jelens�gek vizs�
g�lat�ra Newton �s Leibniz megteremtette a matematikai anal�zist� k�zelebb�
r�l a di(erenci�l� �s integr�lsz�m�t�st� Ezut�n kialakult a di(erenci�legyenletek
elm�lete� mint a term�szeti jelens�gek matematikai elemz�s�nek eszk�ze�
Ahogy egykor a g�r�g�k geometriz�lt�k az algebr�t� Descartes koordin��

tarendszere lehet�v� tette a geometria algebriz�l�s�t� 'n�ll� tudom�nny� v�lt
a sz�melm�let� folytat�dott a magasabbfok� egyenletek vizsg�lata� bevezett�k
a val�sz�n�s�gsz�m�t�s alapfogalmait� M�gis els�sorban az anal�zis fejl�d�tt
�s di(erenci�l�dott� A logikai szigor�s�g nem j�tszott els�dleges szerepet� az
igazol�st ink�bb a gyakorlat oldal�r�l v�rt�k� Az anal�zis fogalmi megalapozat�
lans�ga csak k�s�bb okozott probl�m�kat� A korszaknak szinte jelk�pe Euler�
aki m�veiben �sszefoglalta kora matematikai ismereteit�
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A tudom�ny k�zpontja ekkor m�r Nyugat�Eur�pa� El�sz�r Anglia� majd
Franciaorsz�g� v�g�l N�metorsz�g tekinthet� centrumnak� Ez a kor a klasszikus
kapitalizmus korszaka� amely az angol polg�ri forradalomt�l� a felvil�gosod�son
�s a nagy francia forradalmon kereszt�l� a XIX� sz�zad k�zepi forradalmakig �vel�
A korszak v�g�re kialakult a hagyom�nyos �m�szaki� fels�oktat�si tananyag�

A modern matematika korszaka

Kialakul�sa �sszef�gg a matematika egyfajta v�ls�g�val� Ez els�sorban a nem�
euklid�szi geometri�k felfedez�s�ben nyilv�nult meg� amely kih�zta a szem�
l�letess�get� mint biztos alapot a matematikusok l�ba al�l� Az anal�zis meg�
alapozatlans�ga is egyre t�bb ellentmond�sra vezetett� Kialakult egy ig�ny az
alapok �jragondol�s�ra� a nagyobb szabatoss�gra� Igyekeztek mindent axioma�
tikusan fel�p�teni� �s a geometria helyett az aritmetik�ra visszavezetni� K�s�bb
a halmazelm�letre �logik�ra� val� alapoz�s v�lt a jellemz�v�� M�g ma is ez a
f� tendencia a halmazelm�leti antin�mi�k� illetve az axiomatikus m�dszerrel
kapcsolatos probl�m�k ellen�re is�
Egy igen magas fok� absztrakci� keret�ben megval�sul�ban van a matema�

tika halmazelm�leti egys�ge� f�leg a Bourbaki csoport munk�ss�ga nyom�n� A
matematika egys�ges abban az �rtelemben� hogy minden �g�ban halmazokkal
�s halmazok k�z�tti rel�ci�kkal foglalkozik� A halmazok lehetnek ponthalma�
zok� f�ggv�nyhalmazok� sz�mhalmazok� stb�� a rel�ci�k lehetnek speci�lisan
lek�pez�sek� oper�torok� m�veletek stb�
Ha egy halmazon m�veleteket �rtelmez�nk� amelyek bizonyos tulajdons��

gokkal rendelkeznek� akkor k�l�nb�z� algebrai strukt�r�khoz jutunk� Ezekn�l
�ltal�nosabb a rel�ci�s strukt�ra fogalma� amikor a halmazon valamilyen tu�
lajdons�g� rel�ci�k adottak� mivel a m�velet speci�lis rel�ci�nak tekinthet��
Pontosabban� egy n��r m�velet meghat�roz egy �n� 	���r rel�ci�t�
Egy halmaz absztrakt t�rr� is tehet�� ha benne geometriai jelleg� tulajdons��

gokat �rtelmez�nk bizonyos lek�pez�sek �funkcion�lok� oper�torok� seg�ts�g�vel�
�gy jutunk a metrikus t�r �s topologikus t�r fogalm�hoz�
A jelenlegi matematikai fogalomalkot�s cs�csainak tekinthet�k a m�vele�

tekkel� rel�ci�kkal �s t�rszerkezettel egyar�nt ell�tott halmazok� P�ld�ul egy
rendezett topologikus csoport egy olyan halmaz� amin adott egy rel�ci�� amelyre
n�zve a halmaz rendezett� egy bin�r m�velet� melyre n�zve csoport� valamint
egy �nmag�ba val� topologikus lek�pez�s� amelyre n�zve topologikus t�r�
A modern matematika tov�bbi jellemz� von�sai�

a� nagyfok� di(erenci�l�d�s �s integr�l�d�s�

b� �ltal�noss� v�lik az axiomatikus m�dszer�

c� sz�tv�lik a tiszta �s alkalmazott matematika�

d� kib�v�l a matematika alkalmaz�si k�re�

e� halmazelm�leti�logikai jelrendszer elterjed�se�

��
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A tudom�nyos kutat�sok centruma ma az USA� de bizonyos r�szter�leteken
m�s orsz�gok is j�tszanak vezet� szerepet� A matematikai kutat�sok egyik al�
centruma Magyarorsz�g� A kutat�sok nemzetk�ziv� v�l�s�val egyre nehezebb
sz�tv�lasztani egy�egy eredm�nyben az orsz�gok� sokszor m�g az egyes tud�sok
szerep�t is� Korunk latinja� vagyis a tudom�nyok nemzetk�zi nyelve az an�
gol� A g�pi nyelvek fejl�d�se tal�n val�ra v�ltja egyszer Leibniz �lm�t� egy
egy�rtelm� tudom�nyos nyelv kialakul�s�t� De err�l majd egy k�s�bbi kor tu�
dom�nyt�rt�n�szei fognak �rni�
V�gezet�l soroljuk fel a mai matematika f�bb �gait� megjegyezve� hogy

n�h�ny r�sz�g besorol�sa �s elnevez�se vitatott� �� matematikai logika� �� hal�
mazelm�let� 	� sz�melm�let �elemi� algebrai� analitikus� geometriai�� 
� algebra
�klasszikus� absztrakt� line�ris� �� geometria �euklid�szi� nemeuklid�szi� ana�
litikus� projekt�v� �br�zol�� di(erenci�l�� �� anal�zis �val�s� komplex� Fourier�
funkcion�l�� �� topol�gia �le�r�� kombinatorikus� �ltal�nos�� �� kombinatorika
�s gr�felm�let� �� val�sz�n�s�gsz�m�t�s �matematikai statisztika� j�t�kelm�let�
inform�ci�elm�let�� ��� matematikai optimaliz�l�s �matematikai programoz�s�
kibernetika� vez�rl�selm�let��
Ez ut�bbi �g elnevez�se �s besorol�sa a legvitatottabb� l�v�n a leg
atalabb�

Szok�s oper�ci�kutat�snak is nevezni �s idesorolni a j�t�kelm�letet� valamint a
kibernetika r�sz�nek tekintve az inform�ci�elm�letet�
A sz�m�t�g�ptudom�nyt ma m�r �n�ll� �gnak tekintik �de sokan a matema�

tikai optimaliz�l�s r�sz�nek tartj�k� �s hozz� sorolj�k a numerikus� gra
kus �s
g�pi m�dszerek elm�let�t�

���� �bra� A r�gi �s az 
j harca a matematik�ban� Az abakuszos �s az �r�sbeli sz�mol�si
m�dszer versenye egy r�gi metszeten�

��
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Empirikus Elemi �jkori Modern
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algebra�
x� hat�rozatlan

���� �bra� N�h�ny p�lda absztrakci�ra�

Gyakorlatok

�� Gy	jts
nk p�ld�kat az �ltal�nos�t
 �s egyszer	s�t� absztrakci
ra� valamint egy�b
fogalomalkot�si m
dszerekre a matematik�ban�

�� Bizony�tsuk be analitikus �s szintetikus m
dszerrel a k�vetkez� �ll�t�st� egy
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der�ksz�g	 h�romsz�gben
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b�
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�a� b� befog
k� mc� �tfog
hoz tartoz
 magass�g��

�� Keress
nk tov�bbi p�ld�kat az analitikus �s szintetikus bizony�t�sra�

�� Fogalmazzuk meg az al�bbi �ll�t�sok kontrapoz�ci
j�t �s tagad�s�t�

�a� Minden s�kn�gysz�g n�gyzet�

�b� A kilenccel oszthat
 eg�sz sz�mok h�rommal is oszthat
k�

�c� Tetsz�leges der�ksz�g	 h�romsz�gben c� � a� � b��

�� A �� gyakorlat melyik pontj�ban lesz a felt�tel sz
ks�ges� elegend�� sz
ks�ges �s
elegend��

�� Keress
nk p�ld�kat arra� amikor egy �ll�t�s kontrapoz�ci
j�t bizony�tjuk indi�
rekten�

�� Gy	jts
k �ssze� hogy f�iskolai tanulm�nyaink sor�n milyen axi
marendszerekkel
tal�lkoztunk�

�� Formaliz�ljunk sz�vegesen megadott de�n�ci
kat �s t�teleket az �ltal�nos iskolai
�s f�iskolai anyagb
l�

�� Mutassuk ki a kapcsolatokat Lakatos Imre �s P
lya Gy�rgy m
dszertani elvei
k�z�tt�
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�� fejezet

Az empirikus matematika

Nem t�lz�s azt �ll�tani� hogy a matematika egyid�s az emberis�ggel� M�r az
emberr� v�l�ssal egy�tt kezdtek kialakulni olyan k�pess�gek� mint k�l�nbs�gt��
tel k�l�nb�z� halmazok �s alakok k�z�tt� amelyek a sz�m �s alak fogalmak
kialakul�s�nak el�felt�telei� A matematika keletkez�s�nek err�l a korai korsza�
k�r�l ismereteink nincsenek� csak feltev�seink� Teh�t meg�llap�t�sainkkal na�
gyon �vatosan kell b�nni �s semmik�ppen sem szabad �ket beleer�ltetni vala�
milyen ideol�giai prekoncepci�ba� A k�korszakokb�l m�r vannak k�zvetett for�
r�saink� a k�s�bbi �rott t�rt�nelem kor�b�l pedig �rott dokumentumok is �llnak
rendelkez�sre�

	��� A matematika keletkez�se

Az emberr� v�l�s kora a csiszolatlan k�korszak �paleolit� idej�re tehet�� ami
k�r�lbel�l Kr� e� ��� ����t�l Kr� e� �� ����ig tartott� Ekkor j�n r� az ember
a t�z haszn�lat�ra� gy�jt�get�� majd vad�sz� �letm�dot folytat� Valamilyen
vall�si r�tus megl�te is felt�telezhet�� Ekkor kezd�d�tt meg a sz�m �s alak
fogalm�nak kialakul�sa�
Ebb�l a korb�l k�zvetlen forr�saink nincsenek� Az �r�sbelis�g el�tti id�k

matematik�j�nak vizsg�lat�ban az al�bbi k�zvetett forr�sokra t�maszkod�
hatunk�

a� r�g�szeti leletek� barlangrajzok-

b� k�korszakbeli viszonyokat t�kr�z� t�rzsek meg
gyel�se-

c� a matematika kialakul�sa a gyerekekn�l �az egyedfejl�d�s �s a fajfejl�d�s
kapcsolata�-

d� a sz�mnevek �s egy�b elnevez�sek etimol�giai elemz�se�
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Az ember val�sz�n�leg m�g a t�z haszn�lat�nak felismer�se el�tt� kb� 	�� ���
�vvel ezel�tt tett szert a halmazok k�zti k�l�nbs�gt�tel� majd a k�l�nb�z� hal�
mazokban lev� k�z�s von�s �az azonos sz�moss�g� felismer�s�re� Ez is t�bb
l�p�sben t�rt�nt� El�sz�r az egy �s sok k�z�tt tudott az ember k�l�nbs�get
tenni� #szrevette� hogy k�l�nbs�g van egy �s sok ember� egy �s t�bb t�rgy�
stb� k�z�tt� Ezek p�rba �ll�t�s�val r�j�tt a megfeleltet�s fogalm�ra� Ezut�n fel�
ismerte� hogy megfeleltethet�k egym�snak k�telem� halmazok is� K�t k�z p�rba
�ll�that� a k�t szemmel� k�t kaviccsal stb� K�vetkez� fokozatk�nt r�j�tt� hogy
mindezek p�rba �ll�that�k mondjuk k�t ujjunkkal� Egy ilyen ��ltal�nos egyen�r�
t�kes� felismer�se m�r t�kr�zi annak megsejt�s�t� hogy ezekben a halmazokban
van valami k�z�s� az azonos sz�moss�g� De ennek explicit megjelen�s�ig m�g
hossz� id� telt el�
Az � � sok� illetve � � p�r �	� � sok megk�l�nb�ztet�s�nek fokozat�n min�

den n�p �tment� Ezt nyelvi eml�kek is �rzik� b�r a sz�mnevek csak j�val k�s�bb
jelentek meg� Sok mai nyelv is megk�l�nb�zteti az egyes� a kettes �s a �kett�n�l
t�bb� t�bbessz�mot� Ilyenek a s�mi nyelvek �h�ber� arab� stb�� valamint rokon
nyelveink k�z�l a vogul� G�r�g�l az �llam polisz� a k�t �llam polei� a kett�n�l
t�bb �llam poleisz� Arabul a tan�r mudarrisz� k�t tan�r mudarrisz�ni� t�bb
tan�r mudarrisz�na� Ez a megk�l�nb�ztet�s az igeragoz�sban is megmaradt�
jaktub � valaki �r- jaktub�ni � �ketten� �rnak- jaktub�na � �kett�n�l t�bben�
�rnak�
Primit�v t�rzsek �let�nek meg
gyel�se is al�t�masztja a fentieket� Mungo

Park angol utaz� a XVIII� sz�zadban tal�lkozott olyan afrikai t�rzzsel� amely�
nek tagjai � ahogy �rja � val�s�ggal k�nnyeztek a meger�ltet�st�l� ha valamir�l
azt akart�k mondani� hogy t�bb kett�n�l� Kezdetben a gyerek is sz�vesebben
mond kett� meg egyet� mint h�rmat� ha h�rom t�rgyat l�t�
A sz�msor kialakul�s�ban az � � sok� � � p�r � sok ut�n d�nt� l�p�s

volt a 	 megjelen�se� mint �n�ll� sz�m� A h�rom megsz�ntette a p�r szem�
l�letes egys�g�t� amelyet a magyar nyelv is �riz� egyessz�mot haszn�l a p�ros
testr�szekre� Ezut�n a p�r m�r ugyanolyan sz�mm� �kett�v�� v�lik� mint a
h�rom� vagy az egy� Ez lehet�v� tette a tov�bbsz�ml�l�st� ami kezdetleges
kettes� illetve h�rmas sz�mrendszerek kialakul�s�hoz vezetett� A kettes rend�
szerben a kett�� a h�rmasban a h�rom a kit�ntetett egys�g� a tov�bbsz�ml�l�s
alapja� A h�rom ilyen szerep�t is �rzik nyelvi eml�kek� mes�k� A francia a
nagyon j�t h�romszorosan j� �tr.s bien� alakban fejezi ki� A magyar mes�kben
mindig h�rom 
� van� h�rom a magyar igazs�g� �s �gy tov�bb�
Az ausztr�liai t�rzsek k�z�tt tal�ltak p�ld�t� mind a kettes� mind a h�rmas

sz�mrendszerre�

kettes h�rmas
� % enea � % mal
� % petcheval � % bulan
	 % petcheval�enea 	 % guliba

 % petcheval�petcheval 
 % bulan�bulan

� % bulan�guliba
� % guliba�guliba
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A rendszert tov�bb nem �p�tett�k ki� ezek ut�n m�r a �sok� k�vetkezett� A
sz�mol�s term�szetesen nem fejb�l� hanem ujjak seg�ts�g�vel manipulat�v �ton
t�rt�nt�
A sz�mfogalom kialakul�sa j�val megel�zte a sz�mnevek megjelen�s�t� Az

elvont sz�m fogalma m�r megvan� amikor kialakul a halmazok �sszehasonl�t�s��
nak �kevesebb � t�bb�� majd az � � � megfeleltet�s�nek k�pess�ge� f�ggetlen�l
a megnevez�s �s a megsz�ml�l�s k�pess�g�t�l�
Egy t�rzsn�l az a szok�s� hogy az lesz a t�rzsf�n�k� akinek a legt�bb kecsk�je

van� Szemre kiv�lasztj�k a k�t leges�lyesebbet� majd egy kar�mba egyenk�nt
felv�ltva beengedik a kecsk�iket� Akinek el�bb fogy el a kecsk�je� az vesztett�
Egy cejloni �si n�pcsoport tagja �gy sz�ml�lja meg k�kuszdi�it� Sorba rakja a

di�kat� mindegyik mell� tesz egy p�lcik�t �s mindig mondja� az egy� Sz�mnevei
ugyanis nincsenek� nem tud sz�molni� m�gis megsz�ml�lta di�it� lek�pezte �ket
a p�lcik�k sz�m�ra� Ha megk�rdezik t�le� h�ny di�ja van� akkor r�mutat a
p�lcik�kra �s azt mondja� ennyi� A hi�nyt hasonl�an �llap�tja meg�
&jabb l�pcs�fok a fejl�d�sben az� amikor a p�lcik�k� ujjak� kavicsok szerep�t

�tveszik a csom�k �s rov�sok� amelyek m�r a sz�m�r�s el�zm�nyei� Szakm�dszer�
tani kifejez�ssel �lve� ekkor �tt�rnek a manipul�l�sr�l a szeml�ltet�sre� Erre a
legr�gibb bizony�t�k egy 	� ��� �ves farkasl�bsz�rcsont ���� �bra�� amit a csehor�
sz�gi Vestonic�ben tal�ltak ��	��ben� A csontra �� rov�s van felv�sve� ebb�l ��
�t�s csoportokban� amit lez�r egy hossz� rov�tka� majd �j sorozat kezd�dik 	�
rov�tk�val� Hasonl� csontot tal�ltak nemr�giben Zaire�ban is� amely ���� �ves�
A csontok rendeltet�s�t nem ismerj�k� de a leletekb�l kider�l� hogy a sz�m�
adatok r�gz�t�s�re szolg�l� ig�ny kor�n megjelent az emberis�g t�rt�net�ben�
bizonyosan az egy�b inform�ci�k r�gz�t�s�re t�masztott ig�ny el�tt�

���� �bra� A legr�gebbi sz�mrov�sos lelet� 
� ��� �ves farkasl�bsz�rcsont �� � �� � ��

rov�tk�val�

A sz�mrov�s megel�zte a sz�mok elnevez�s�t is� Ez nem is meglep��
k�nnyebb rov�sokat v�sni �� t�rgy % � rov�s�� mint k�l�nb�z� sz�mokat ne�
vekkel pontosan azonos�tani� Ez csak j�val k�s�bb� a csiszolt k�korszakban �ne�
olit� t�rt�nt meg� Azt is �ll�thatjuk� hogy a sz�mrov�s �s sz�mfogalom r�gebbre
dat�lhat�� mint az els� technikai tal�lm�nyok� a f�mek� illetve a ker�k alkalma�
z�sa �a ker�k feltal�l�inak a sum�rokat tartj�k��
Felmer�lhet m�g az az ink�bb 
loz�
ai probl�ma� hogy mi�rt alakult ki a

sz�mfogalom" Materialista alap�ll�sb�l erre a v�lasz az� hogy az ember gyakor�
lati sz�ks�gletei miatt� A csere �s termel�s megindul�s�val sz�ks�glett� v�lt a
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sz�mol�s� ez�rt kialakult a sz�mfogalom� A mi�rteket persze lehetne folytatni�
p�ld�ul mi�rt alakult ki a termel�s"
Van olyan elm�let is� amely szerint a sz�mol�s ritu�lis eredet�� Az �si r�tu�

sokban a t�rt�n�sek �s a szerepl�k meghat�rozott sorrendben k�vett�k egym�st�
Ebb�l keletkezett a sz�mol�s �sorsz�moz�s� sz�ks�gess�ge� vagyis a sorsz�m
el�bb keletkezett� mint a t�sz�m� Indokl�sul azt szokt�k felhozni� hogy a vil�g
minden ismert r�gi civiliz�ci�j�ban megk�l�nb�ztett�k a f�r
 �s n�i �term�sze�
tes� sz�mokat� A p�ratlanok minden�tt a f�r
� a p�rosak pedig a n�i sz�mok
voltak� A Biblia szerint is Isten el�bb teremtette a f�r
t� majd ut�na m��
sodiknak a n�t� Ez az elm�let nem z�rja ki� hogy a sz�mfogalom a F�ld egy
adott pontj�n keletkezett� majd innen terjedt el� A ma legelfogadottabb hum�n�
genetikai elm�let szerint az emberis�g egy t�r�l� valahol Afrik�b�l ered� A mai
genetikai m�dszerekkel ki lehet mutatni� hogy a fejl�d�s sor�n hogyan �oszt��
dott� az emberis�g�
Sz�ba j�het m�g az id�sz�m�t�s is� mint a �sor�� sz�mfogalom kialakul�s�nak

el�mozd�t�ja� Minden primit�v n�p igyekezett valahogy id�t sz�molni� a napok
egym�sut�nis�g�t megragadni� �s napt�rt k�sz�teni�
A geometriai alapfogalmak kialakul�sa is a paleolit korban kezd�d�tt alak�

felismer�sekkel �egyenes fa� kerek hold� stb�� �s t�rbeli t�j�koz�d�ssal �alat�
ta� felette� k�z�tte�� Ezekb�l a neolit korban alakult ki a geometriai alakzat
fogalma� valamint az egy�b geometriai alapismeretek� Az akkori leletek �bar�
langrajzok� haszn�lati t�rgyak� mutatj�k az egybev�g�s�g� a szimmetria �s a
fontosabb geometriai alakzatok ismeret�t� Ezek a val�s�gban megl�v� dolgok
meg
gyel�s�b�l absztrah�l�dtak�
Feltehet� itt is a �hogyan keletkezett a geometria"� 
loz�
ai probl�m�ja�

Keletkezhetett gyakorlati sz�ks�gszer�s�gb�l� de a rend �s a harm�nia ir�nti
eszt�tikai �rz�kb�l� valamint a sz�p �lvezet�b�l� amelyek a mai napig inspir�lj�k
a matematikusokat� A ritu�lis eredet sem kiz�rt� A r�gi vall�sokban az olt�rak�
templomok� s�rok �l�sd a piramisokat� �p�t�s�re pontos el��r�sok voltak� N�gy�
zet� t�glalap� trap�z� k�r alap�aknak kellett lenni�k� s�t m�reteikre megadott
ar�nyok voltak el��rva� Az alap�leknek sokszor valamilyen �gt�j ir�ny�ba kellett
mutatniuk�
A csiszolt k�kor �neolit� k�r�lbel�l Kr� e� �� ����t�l az els� civiliz�ci�k meg�

jelen�s�ig tartott� azaz k�r�lbel�l Kr� e� 	����ig� Ebben a korszakban m�r szer�
vezett �lelemtermel�s �s csere folyik� Kialakul a besz�d� ezzel egy�tt a sz�m�
nevek� majd az igazi sz�mrendszerek� Ennek a folyamatnak is t�bb fokozata
van� Kezdetben nemcsak a sz�m absztrakt fogalm�nak� hanem m�s fogalmak�
nak sz�beli kifejez�je sem volt meg� Ez�rt hasonlatokkal �ltek� Ha azt akart�k
mondani� hogy egy t�rgy fekete� akkor azt mondt�k� olyan mint a korom� Ha�
sonl�an� ha valamib�l �t volt� akkor azt mondt�k� annyi� mint a k�z�
K�s�bb a sz�mnevet mell�kn�vk�nt haszn�lt�k� k�t fa� M�s sz�t haszn�l�

tak a sz�mra� aszerint� hogy mire vonatkozott� Ennek eml�kei a mai magyar
nyelvben �s gondolkod�sban is megvannak� Hogy kett� van valamib�l azt t�bb
sz�val is ki tudjuk fejezni� �s ezek csak bizonyos dolgokhoz illenek� k�t� dupla�
kett�s� p�r� iker� duett� Cip� eset�n p�r cip�r�l� k�v�n�l dupla k�v�r�l� kett�s
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sz�l�sn�l ikrekr�l� �nekl�sn�l duettr�l besz�l�nk� De furcsa lenne az ikerk�v�� a
dupla gyerek� a cip� duett stb� sz�kapcsolat� Hasonl� jelens�get tal�lunk m�s
nyelvekben is�
V�g�l valamilyen egyen�rt�kes nev�vel azonos�tott�k a sz�mokat� Az �su�

m�rban az � neve �f�r
�� a � neve �n��� Az �indben az �%holl�� �%szem� V�g�l
a sz�m absztrakt fogalm�val egy�tt ezek az elnevez�sek m�dosultak� jelent�s�k
elhom�lyosult �s megjelent az absztrakt sz�mn�v� A sz�mnevek eredeti jelen�
t�s�t csak elm�ly�lt etimol�giai kutat�sokkal lehet val�sz�n�s�teni� Sok esetben
a sz�mnevek a testr�szek neveib�l sz�rmaznak a testr�szeken �f�leg ujjakon�
val� sz�mol�s miatt�
A neolit korszak v�g�nek matematikai sz�nvonal�t lem�rhetj�k a braziliai

bakairi indi�nok p�ld�j�n� akikn�l a m�lt sz�zad v�g�n egy n�met exped�ci�
j�rt� Sz�mneveik a k�vetkez�k voltak�

� % tok�le

� % ah�ge

	 % ah�ge tok�le �vagy ahev�o�


 % ah�ge ah�ge

� % ah�ge ah�ge tok�le

� % ah�ge ah�ge ah�ge

Ha egy kukoricaszemet tettek el�j�k� r�gt�n r�mondt�k� tok�le� �s meg�rintet�
t�k a szemet bal kez�k kisujj�val� Ha k�t szemet kellett megsz�ml�lniuk� akkor
el�bb �sszetolt�k azokat� megfogt�k jobb kez�kkel a bal k�z kis� �s gy�r�sujj�t�
s csak azut�n mondt�k� ah�ge� H�rom kukoricaszemet el�sz�r kett�re �s egy�
re osztottak� meg�rintett�k a k�t szemet az el�bbi k�t ujjukkal� �s mondt�k�
ah�ge� majd a mag�nyos szemet meg�rintett�k a bal kez�k kisujj�val� a m�sik
kett�h�z tolva mondt�k� hogy �tok�le� majd r�gt�n ut�na �ah�ge tok�le�� Ujjaik
haszn�lat�val �gy el tudtak sz�molni hatig� a t�bbire azt mondt�k �m�ra� �sok��
A bakairi indi�nnak annak elmond�s�hoz� hogy kiv�gott � f�t� h�rom mon�

datra volt sz�ks�ge� Kiv�gtam � f�t� &jra kiv�gtam � f�t� Kiv�gtam m�g
egyet� Hogy h�ny napig tartott egy �t� azt �gy magyar�zt�k� A jobb k�z lassan
emelkedve egyenletes halad�ssal �vet �rt le keletr�l nyugatra� azt�n hirtelen a bal
arcra nyom�dott� egy darabig ott maradt� k�zben a szem f�radtan lehuny�dott�
Majd az eg�sz kezd�d�tt el�r�l a m�sodik nappal� Ha k�zbek�rdez�ssel vagy
m�s m�don megzavart�k a mes�l�t� akkor az eg�szet kezdte el�lr�l�

	�	� A sz�mrendszerek kialakul�sa� a sz�m�r�s kezdetei

A kettesre �s h�rmasra �p�l� kezdetleges sz�mrendszerek ut�n az �kori civi�
liz�ci�ban igazi sz�mrendszerek alakultak ki� Nagyobb sz�mok megsz�ml�l�sa
m�r csak t�bbsz�r�s csoportos�t�ssal volt lehets�ges� ami minden sz�mrendszer
k�z�s alapelve� Az alapsz�m �csom�sz�m� megv�laszt�sa m�r lehet elt�r��
A sz�mrendszerek t�bbnyire a testr�szeken val� sz�mol�sb�l alakultak ki�

ami magyar�zza a tizes� h�szas� �t�s sz�mrendszerek gyakoris�g�t� Nehezebb
magyar�zni a tizenkettes� a hatos �s a hetes sz�mrendszerek eredet�t�
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Tekints�k �t most r�viden� milyen sz�mrendszerek alakultak ki a t�rt�nelem
sor�n a tizes mellett� Megjegyezz�k� hogy ugyanazon n�p egyid�ben t�bb sz�m�
rendszert is haszn�lhatott k�l�nb�z� c�lokra�
Az �t�s sz�mrendszer tiszt�n csak egyes d�lamerikai t�rzsekn�l tal�lhat�

meg� az egy k�zen val� sz�ml�l�s �r�ks�gek�nt�  k �gy sz�molnak� �� �� 	� 
�
k�z� k�z� �s egy� k�z �s kett�� stb� M�s n�pekn�l az �t�s rendszer keveredik a
tizessel vagy h�szassal� A r�mai sz�mjegyek is az �t�s �s a t�zes sz�mrendszerek
kevered�s�t mutatj�k�
A hatos sz�mrendszer egyes �szak�afrikai t�rzsekn�l haszn�latos� helyenk�nt

keverve a tizenkettessel� A nyelv�szeti kutat�sok szerint a 
nnugorok is hatos
sz�mrendszerben sz�moltak valamikor� Ezt az �,� sz�mnevek k�z�s gy�kere
igazolja ezekn�l a n�pekn�l�
A tizenkettes sz�mrendszer eml�keit t�bb nyelv �rzi a k�l�nb�z� m�rt�k�

egys�gek elnevez�s�ben� Az angol mellett m�s germ�n nyelvek sz�mnevei is mu�
tatj�k a tizenkett� kit�ntetett szerep�t� A tizenegynek �s tizenkett�nek k�l�n
neve van �s csak tizenh�romt�l kezd�dik a t�zt�l val� sz�mol�s az elnevez�sben�
A tizenk�t csillagk�p� tizenk�t h�nap �s tizenk�t �ra sem v�letlen�l sz�letett
meg� A magyar nyelvben a tucat �s a nagytucat utal erre a sz�mrendszerre�
A h
szas alap� sz�mrendszer a k�z�p�amerikai may�kn�l fejl�d�tt ki

legink�bb� Logik�j�t megt�rte az� hogy rendszer�k a napt�rjukon alapult�
Ebben egy �v ��� � 
� � 	� napb�l� vagyis �� h�sznapos h�napb�l �llt� Teh�t
a 
� alapsz�mot nem 
��� hanem 
� � 	� k�vette� ut�na m�r �rendesen� ment a
dolog� �gy p�ld�ul a 	
�	 n�luk az 	 �
�� �	��
 �
� �	��� �
��	 sz�mot jel�lte
� term�szetesen m�s sz�mjegyekkel� A h�szas rendszer eml�keit a francia� d�n�
angol� gael �s walesi nyelv is �rzi a r�gi kelt�k nyom�n� A franci�ban p�ld�ul
�� neve n�gy�h�sz �quatrevingt��
A hatvanas sz�mrendszer k�zismerten a babiloniakn�l alakult ki� Erre a

rendszerre utal az id�sz�m�t�sban az � �ra% �� perc %��� m�sodperc� valamint
a geometri�ban a teljes k�r 	�� r�szre oszt�sa �	�� fok��
A legk�l�n�sebb a hetes sz�mrendszer gyakoris�ga Afrik�ban �s a K�zel�

Keleten� valamint szigor� kiv�telk�nt az ugor n�pekn�l� k�zt�k az �smagyarok�
n�l� A hetes sz�m sz�mos afrikai t�rzsn�l ma is misztikus szerepet t�lt be�
Neve tabu alatt �ll� Ink�bb � � 	 alakban mondj�k ki� vagy egy � � 	 jelent�s�
sz�val helyettes�tik� Nemcsak nyelv�szeti� hanem �p�t�szeti eml�ke is van a
hetes egykori kit�ntetett szerep�nek Afrik�ban� A sivatagi berberek �tuaregek�
�si� f�ldbe �p�tett agyagv�rosa a l�biai Gadameszben mag�n viseli a hetes sz�m
jegy�t� h�t kapuja� h�t b�sty�ja� h�t tere stb� van�
A h�berek egykori hetes sz�mrendszer�t vall�si kultuszuk �s a Biblia �rzi� A

h�t a teljess�get jelk�pezte� h�t l�lek % minden l�lek� Esk�dni h�ber�l nisba� je�
lent�se� mag�t megh�tszerezni� Valamit h�tszer v�gezni annyi� mint t�k�letesen
v�grehajtani �h�tszeres bossz�� h�tszeres megbocs�t�s�� A nagy �nnepek h�t
napig tartanak �p�szkaszentel�s� templomszentel�s� s�toros �nnep�� Engesztel�
�ldozatn�l h�t �llatot �ldoztak �s a v�rt h�tszer hintett�k�
A Bibli�ban k�l�n�sen a Jelen�sek k�nyv�ben szerepel gyakran a hetes� Is�

tennek h�t szeme� a B�r�nynak h�t szeme �s h�t szarva van- h�t van a pecs�tb�l
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�l�sd h�t pecs�tes titok�� a haragpoh�rb�l� a trombit�b�l� a szents�gb�l� Isten
h�t nap alatt teremtette a vil�got� h�t sz�k �s h�t b� esztend� van� H�sv�t �s
P�nk�sd k�z�tt �ppen �� � �� nap van�
Az ugorok k�z�s hetes sz�mrendszer�re a nyelvi bizony�t�k az �,� sz�mnevek

k�z�s gy�kere� valamint a �h�t� kett�s jelent�se� jelenti a hetes sz�mot �s a h�t
napb�l �ll� egys�get� Csak kev�s m�s nyelvben van �gy� A magyar mes�k �s
reg�k nem v�letlen�l besz�lnek h�tm�rf�ldes csizm�r�l� h�tfej� s�rk�nyr�l� h�t
vez�rr�l� hetedh�t �azaz 
�� orsz�gr�l� Sz�l�sainkban is gyakori a h�t� n�ha
egy�tt a hattal� �hete j�� hete megyen�- �t�bb a h�t a nyolcn�l�� Tov�bb��
�Akkor�t hazudik� mint ide hat h�t� �nagyot hazudik�� �Azt sem tudja h�ny h�t
hat h�t� �elvesztette a fej�t��
A magyar �s ugor n�phagyom�nyban� az �si hitvil�gban is sokkal gyakrabban

szerepel a hetes mint m�s n�pekn�l� Jelent�se �ltal�ban a dolgok nagy sz�m�ra�
m�ret�re� hossz� id�re vonatkozik� Ez �sszef�gg azzal� hogy a hetes sz�mrend�
szerben h�t az els� csom�sz�m� vagyis egy befejezett szakasz a sz�mol�sban� A
hetes t�bbsz�ri ism�tl�se pedig a t�lz� foknak felel meg�
A legf�bb isten a hetedik menyorsz�gban lakik� A pokol is h�t r�teg�� A

nagyon rossz gyerekbe h�t �rd�g b�jik bele� �tkoz�d�sban gyakori volt a h�tr�t�
g�rcs� a hetvenh�t f�le hideglel�s �s a hetvenh�t istennyila emleget�se� Az �rd�g
�reganyja pedig h�tsz�zhetvenh�t �ves�
Az ajt� h�tt� nyit�sa a nagyon kinyit�st� a h�tt� �ll� t�z a sokfel� terjed�

nagy t�zet fejezi ki� A nagyon nagy m�lys�gre haszn�lt�k a �h�t k�rges f�ld
hetedik k�ze� kifejez�st� A �h�t nap h�t �jjel� v�rakoztunk kifejez�s nagyon
hossz� v�rakoz�st jelent�
A sz�m�r�s el�zm�nyeir�l� vagyis a sz�mrov�sr�l �s csom�z�sr�l elmondhat�

egyr�szt� hogy kezdetei nagyon messzire ny�lnak vissza� m�sr�szt� hogy t�bb
n�pn�l szinte napjainkig fennmaradtak�
A legr�gebbi rov�sos lelet � a m�r eml�tett farkasl�bsz�rcsont � m�g nem

tekinthet� igazi sz�mrov�snak� amelyben k�l�n jel van ��re� ��re� ���re� esetleg
m�g nagyobb sz�mokra� A rov�sp�lc�t� amire a jeleket v�st�k� t�bb orsz�gban
ad�ss�gok feljegyz�s�re� illetve nyugtak�nt elsz�mol�sra haszn�lt�k� A �sok van
a rov�s�n� sz�l�s arra utal� hogy r�gen a fogad�sok a mestergerend�ra jegyezt�k�
jobban mondva r�tt�k fel a tartoz�sokat� A hortob�gyi sz�mad� p�sztorok is
sok�ig haszn�lt�k az �n� p�ros rov�sf�t� Erre annyi jelet v�stek� ah�ny �llatot
a gazda r�b�zott a sz�mad�ra� Ezut�n a f�t hossz�ban kett�has�tott�k �s egyik
fele a gazd�n�l� a m�sik a p�sztorn�l maradt�
Hasonl� szerepet t�lt�tt be a rov�sfa Angli�ban� Ott a bankok is haszn�lt�k

�foly�sz�mla� vezet�s�re� Az angol hagyom�nytiszteletre jellemz�� hogy m�g a
XIX� sz�zad elej�n is alkalmazt�k �ket� V�g�l az angol parlament �����ban
betiltotta haszn�latukat �s a rov�sp�lc�kat el�gettette� Az esetr�l Dickens
�angol �r�� is megeml�kezett egy m�v�ben�
A rov�sp�lc�kat m�s n�pekn�l is megtal�ljuk� igen v�ltozatos form�ban� Az

Indiai��ce�nban fekv� Nicobar�szigetek bennsz�l�tt lak�i p�ld�ul a k�kuszdi�k
megsz�ml�l�s�ra egy kb� f�l m�ter hossz� bambuszrudat haszn�ltak� Ennek
egyik v�g�t felhasogatt�k �s ezekre v�st�k a jeleket� Az oroszok az ad�ss�gokat
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olyan rov�sf�kra v�st�k fel� amelyeket egy lyukon kereszt�l dr�tkarik�ra f�ztek
fel� Az ad�ss�g t�rleszt�se ut�n a jeleket vagy lefaragt�k� vagy el�gett�k a f�t�
Hasonl�an haszn�lt�k a rov�sf�t Sv�jcban is� ahol igen elterjedt volt haszn�latuk
����� �bra��

���� �bra� Sv�jci rov�sf�k a sz�mrov�s jeleivel�

A sz�madatok r�gz�t�s�nek m�sik nem �r�sos m�dszere a csom�z�s� amelyet
tal�n a k�naiak alkalmaztak el�sz�r� A csom�kat n�db�l vagy k�k�b�l k�sz�tett
zsinegekre tett�k� �gy� hogy ezekre gabonaszalm�val vagy k�k�val csom�t k�t�t�
tek�
A csom�z�s Afrik�ban is igen elterjedt volt� sokszor egy�tt a rov�ssal� A

Kilimandzs�r� l�bain�l �l� vad�sz� t�rzsekn�l� ha a f�rj vad�szatra indult� akkor
k�t p�lmarostra annyi csom�t k�t�tt� ah�ny napig t�vol akart lenni� Egyet
mag�val vitt� egyet a feles�g�n�l hagyott� Mindennap kibontva egy�egy csom�t�
mindketten tudt�k� mikor kell v�get �rnie a vad�szatnak� A feles�g viszont
fakanal�t haszn�lta rov�sp�lcak�nt� Ha f�rje megverte� akkor egy rov�st v�sett
r�� Ha a fakan�l nyele betelt� akkor joga volt elv�lni f�rj�t�l�
A legmagasabb szintre az ink�k fejlesztett�k a csom�z�st� A mai Peru ter�le�

t�n �l� ink�k a XIII� sz�zadban fejlett civiliz�ci�j� �s k�zpontos�tott birodalom
urai voltak� Birodalmukat a spanyol h�d�t�k semmis�tett�k meg�
Az inka birodalom �llamigazgat�si feladatait kipunak nevezett csom�zott

zsin�rok seg�ts�g�vel v�gezt�k� A kipu egy alapzsin�rb�l �s k�l�nb�z� sz�n�
r�k�t�z�tt fonalakb�l �llt ���	� �bra�� Az alapzsin�ron f�ggtek a csom�zott
zsin�rok� A csom�k elrendez�se t�kr�zte a helyi �rt�ket� A tart�zsin�rhoz
legk�zelebb voltak a legnagyobb helyi �rt�kek� majd t�volodva a kisebbek� v�g�n
az egyesek� T�bb zsin�r adatait �sszegezni tudt�k� Az �sszegezend� zsin�rok
azon hurkain� amelyekkel �ket az alapzsin�rhoz er�s�tett�k� �jabb zsin�rt b�j�
tattak �t� s ezen �sszegezt�k az �sszefogott zsin�rok adatait� Ez vezette r�
egy�bk�nt a kutat�kat arra� hogy a kipu sz�madatok meg�rz�s�re szolg�lt�
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���� �bra� Inka kipu k�pe�

A kipun a sz�nnek� a csom�k form�j�nak� a hossz�s�gnak mind jelent�se
volt� �ltal�ban sz�nnel k�l�nb�ztett�k meg a f�r
 �p�ratlan� �s a n�i �p�ros�
sz�mokat r�gz�t� zsin�rokat� A s�rga sz�n az arannyal� a feh�r az ez�sttel� a z�ld
a gabon�val� a k�k a vall�ssal kapcsolatos adatokat jel�lte� A kipuk olvas�sa nem
volt k�nny�� Erre egy k�l�n hivatalnokr�teg alakult� ami a minden v�rosban
megl�v� kipu hivatalokban dolgozott �s �rizte a kipukat�
Az inka kipu mai ut�da a perui indi�nok kimpuja� Ez kilyukasztott gy��

m�lcsmagokkal �sszefogott zsin�rokb�l �ll� A helyi�rt�ket a zsin�rok sz�ma� az
alaki �rt�ket pedig a gy�m�lcsmagok sz�ma adja�
A kipu ��s kimpu� m�r l�nyeg�ben helyi�rt�kes sz�mr�gz�t�s� amely azonban

nem haszn�l sz�mjegyeket �gy nem tekinthet� sz�m�r�snak� A sz�m�r�s m�s
civiliz�ci�kban alakult ki�

	�
� Egyiptom matematik�ja

Az �kori Egyiptom egyike volt azoknak a nagy folyammenti kult�r�knak� ahol az
emberi civiliz�ci� megsz�letett� �s amelyek t�rt�nelme sok hasonl�s�got mutat�
A Kr� e� IV� �vezredben ezekben a kult�r�kban fejl�d�tt ki az �r�s �s

sz�m�r�s� kezd�d�tt meg a f�mek felhaszn�l�sa� �s a ker�k alkalmaz�sa�
Egyiptomot a N�lus aj�nd�k�nak szok�s nevezni� ahol az �let szinte minden

ter�lete kapcsol�dik valahogyan a sivatagos k�rnyezetben az �letet jelent�� vizet
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ad� foly�hoz� A ter�let minden oldalr�l v�dett� kiv�ve a Sinai f�lszigetet� ez�rt
Egyiptomot alig �rt�k k�ls� t�mad�sok� Ez lehet�v� tette hossz� ideig fenn�
�ll� birodalmak kialakul�s�t� de egy�ttal a stagn�l�s lehet�s�g�t is mag�ban
hordozta� Az egyiptomi kult�ra megrekedt egy kezdetben el�rt sz�nvonalon�
Az �kori Egyiptom t�rt�nete h�rom korszakra oszthat�� /birodalom

�Kr� e� 	���,Kr� e� ������ K�z�pbirodalom �Kr� e� ����,Kr� e� ������ &jbiro�
dalom �Kr� e� ����,Kr� e� ����� Ezut�n perzsa h�d�t�s� majd a perzs�kat legy�z�
Nagy S�ndor uralma k�vetkezett Kr� e� 		��t�l� Ez m�r egy �j civiliz�ci�� a
g�r�g kult�ra korszaka�
Az �birodalom kor�ban �p�ltek a nagy piramisok �s alakult ki a k�p�r�s

�s sz�m�r�s� amelyet hierogli�kusnak nevez�nk� A hieroglifa g�r�g sz�� szent
bev�s�st jelent� ami arra utal� hogy az egyiptomi k�p�r�s �s sz�m�r�s jeleit pi�
ramisok belsej�ben� templomok fal�ban� k�be v�sve tal�lt�k meg ���
� �bra��

���� �bra� Az egyiptomi hierogli�kus sz�m�r�s jegyei�

A hieroglif sz�m�r�s jegyei a papiruszon tollal val� �r�sra t�rt�n� �tt�r�skor
kurz�vabb� hieratikus �papi� sz�mjegyekk� m�dosultak� A Kr� e� VII� sz�zadban
�jabb v�ltozat alakult ki� a demotikus �n�pi� sz�m�r�s�
Az egyiptomi sz�m�r�s t�zes sz�mrendszerbeli� de nem helyi�rt�kes� Ugyan�

azon jegy mindig ugyanazt a sz�mot jel�li� �s a sz�mokat az �sszead�si elv szerint
kell leolvasni� rendszerint jobbr�l balra� A hieroglif�k nem tartalmaztak mate�
matik�t csak sz�mjegyeket� Az egyiptomi matematik�t k�s�bbi� hieratikus je�
gyekkel �rott papirusztekercsekb�l ismerhetj�k meg� A papirusz nem maradand�
anyag� �gy kev�s maradt fenn bel�l�k� Matematikai szempontb�l a k�t legfon�
tosabb a Rhind�papirusz �s a moszkvai papirusz� Mindkett� k�z�pbirodalombeli
�s az �rnokiskolai oktat�s c�ljait szolg�lt�k�
Az �rnokok voltak a papok mellett a kult�ra hordoz�i� N�lk�l�zhetetlenek

voltak a f�ra� birodalm�nak igazgat�s�ban�  k sz�molt�k a piramisok �p�t�se�
kor a b�reket� a sz�ks�ges anyagmennyis�get�
A Rhind papiruszt Henry Rhind sk�t r�g�sz v�s�rolta �����ban �s a

British M�zeumnak aj�nd�kozta� A papiruszt egy Ahmesz nev� �rnok m�solta


�



© Filep László

Kr� e� ���� k�r�l egy kor�bbi eredetir�l� ez�rt Ahmesz papirusznak is neve�
zik� A moszkvai papiruszt Golenyisov orosz keresked� v�s�rolta ���	�ban� A
Rhind papirusz �
� a moszkvai �� feladatot tartalmaz� Ezekb�l �� geometriai� a
t�bbi aritmetikai�algebrai� Indokl�sok� bizony�t�sok nincsenek a papiruszokon�
csak gyakorlati p�ld�k �s megold�saik�

Az egyiptomi hieratikus �r�st a kutat�k sok�ig nem tudt�k megfejteni�
Ez v�g�l a francia Champollionnak siker�lt a rosette�i k� alapj�n� amelyet
Nap�leon zs�km�nyolt egyiptomi hadj�rata sor�n �����ben� Ezen a fekete
k�t�bl�n h�rom fel�rat van g�r�g� hierogli
kus �s demotikus �r�ssal� de azonos
tartalommal� Ismerve a g�r�g �r�st �s a hieroglif k�p�r�st meg lehetett fejteni
a demotikus �s ezen kereszt�l a hieratikus �r�st� A papiruszok matematikai
elemz�s�t Neugebauer n�met matematikus v�gezte el�

A Rhind papirusz egy t�bl�zattal kezd�dik� amely tartalmazza a 
�n alak�
t�rtek t�rzst�rtek �� sz�ml�l�j� t�rtek� �sszeg�re bont�s�t minden p�ratlan n�re
� �s ��� k�z�tt� A t�rtek ismerete �s haszn�lata az egyiptomi aritmetika leg
�
gyelemrem�lt�bb von�sa� A t�rtek jel�l�se ����� �bra� mutatja az 	�
 k�l�nleges
szerep�t a t�rtfogalom kialakul�s�ban�

���� �bra� Egyiptomi hieroglif t�rtek� Rendre� ���� ���� ���� ���� ���� ��	� �����

Az 	�
�nek k�l�n jele �s elnevez�se van minden nyelvben� ami mutatja� hogy
nem k�t sz�m oszt�s�b�l� hanem a m�r�sb�l sz�rmazik� A f�l� half� polovina
stb� elnevez�seknek semmi k�z�k az egy �s kett� nev�hez az illet� nyelvekben�
A t�rtek m�r csak az�rt sem sz�rmazhattak az oszt�sb�l� mert az egyiptomiak
nemhogy az oszt�st� hanem m�g a szorz�st sem ismert�k� csak az �sszead�st�
Az 	�
 mellett az egyiptomiak m�g az 	��� 
��� 	�� �s ��� t�rteket tekintett�k
term�szetes t�rteknek� valamely egys�g r�szeik�nt� A 
�� neve �k�t r�sz�� az
	���� �harmadik r�sz� volt� Hasonl�an fogt�k fel az 	�� �s ��� t�rteket is�

Az egyszer� t�rtek fogalma teh�t a m�r�sb�l� pontosabban a m�r�si egys�g
r�szekre bont�s�b�l sz�rmazott� Ha hossz�s�g� a t�rfogat� stb� m�r�sekor az
egys�g nem pontosan j�tt ki� akkor a marad�k r�szt kezdetben elhanyagolt�k�
K�s�bb sz�mbavett�k az egys�g �fel�t�� nevet �s jelet adtak neki� Majd vett�k en�
nek fel�t �	��� �s az egys�g harmad�t� V�g�l kialakult a tetsz�leges t�rzst�rtek�
vagyis az egys�g tetsz�leges r�szekre val� oszt�s�nak fogalma� A t�bbi t�rtet
a szorz�s fogalm�nak hi�nya miatt� nem egy t�rzst�rt t�bbsz�r�sek�nt� hanem
t�rzst�rtek �sszegek�nt fogt�k fel� A 
��� p�ld�ul nem a 
 �	��� szorzat� hanem
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az al�bbi �sszeg volt n�luk�
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felbont�sokat nem alkalmazt�k� hanem az el�z� p�ld�hoz hasonl� bonyolult fel�
bont�sokat k�peztek� P�ld�ul�
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A kutat�k nem tudtak magyar�zatot adni arra� hogy mi�rt pont ezeket a fel�
bont�sokat haszn�lt�k a sok lehets�ges k�z�l� �ltal�nos formul�t sem tal�ltak
a felbont�sokra� Egyes t�pusok k�pz�s�ben felismerhet� bizonyos szab�lyoss�g�
A legt�bb esetben az 	�n t�rtb�l kiindulva� sorozatos felez�st �s harmadol�st
v�geztek� Alkalmazt�k az al�bbi k�pletet is�
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Ez a m�dszer vil�gosan k�vethet� a 
�	�	 felbont�s�ban� Gyakran indultak
ki az 	�
� 	��� 	�� term�szetes t�rtekb�l� majd ezeket igyekeztek felezni �s
harmadolni�
A papiruszon a t�rzst�rtekre bont�st egy r�vid n�	� t�bl�zat k�veti� ahol n

��t�l ��ig terjed� A t�bl�zatok ut�n feladatok k�vetkeznek� amelyek k�z�l az els�
� keny�r eloszt�s�val foglalkozik k�l�nb�z� sz�m� ember k�z�tt� E feladatok
megold�s�ban� mik�nt a tov�bbiakban is� az ismeretlen szerz� alkalmazza a
t�rtt�bl�zatokat� P�ld�ul h�t keny�r eloszt�sa nyolc ember k�z�tt a
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felbont�s szerint megy� �gy elegend� n�gy kenyeret f�lbev�gni� k�t kenyeret ne�
gyedelni �s egy kenyeret nyolc r�szre v�gni� A v�g�sok sz�ma �gy kevesebb mint
h�t kenyeret nyolc,nyolc r�szre v�gni� teh�t a megold�s igen gazdas�gos� m�s�
r�szt mutatja� hogy a ��� fogalma n�lk�l is lehet ilyen feladatokat megoldani�
A p�ld�b�l val� didaktikai k�vetkeztet�sek levon�s�t az olvas�ra b�zzuk�
T�bb feladatban a szorz�s �s oszt�s �sszead�sra �k�tszerez�sre� val� vissza�

vezet�s�t l�tjuk� ami szint�n nem tanuls�g n�lk�li� A 	��es feladat a 	� � 	

szorz�st sz�m�tja ki a k�vetkez�k�ppen�
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Teh�t mindig k�tszereztek �s a csillaggal jel�lt r�sz�sszegeket �sszeadt�k� Ezt az
egyiptomi szorz�st m�g a k�z�pkorban is tan�tott�k Eur�p�ban a sz�mol�t�bla
seg�ts�g�vel� ami a mai goly�s sz�mol�j�t�k �se�
M�g �rdekesebb az oszt�s �sszead�sra val� visszavezet�se� Nem azt k�rdezik�

hogy mennyi 
� osztva ��tel� hanem � �Sz�molj �t�s�vel m�g 
���t nem kapsz��
Megold�s�

� ��
� ��


 ��

� 
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� 
�

Teh�t ��szer kell sz�molni ���s�vel� hogy 
���t kapjunk� vagyis 
��ben az �
megvan ��szer� Ha nem eg�sz sz�m volt az eredm�ny� akkor a t�rtt�bl�zatukat
h�vt�k seg�ts�g�l� P�ld�ul� �Sz�molj �t�s�vel m�g 
	�ig jutsz�� Megold�s�
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Itt azonban maradt m�g 	� Itt felhaszn�lj�k a �sz�molj �t�s�vel m�g egyet kapsz�
probl�ma megold�s�t� vagyis az 	�
 t�rzst�rtet�
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Az egyiptomiak ezzel a m�dszerrel t�rtet t�rttel is tudtak szorozni� valamint
eg�szet t�rttel osztani� M�dszer�ket p�ld�ul ar�nyos oszt�sra vezet� felada�
tokban alkalmazt�k� Ilyen a Rhind papirusz �	� feladata� amely ��� keny�r
eloszt�s�t k�rdezi n�gy ember k�z�tt 
�� � 	�
 � 	�� � 	�� ar�nyban� Az
ar�nysz�mok �sszege 	 �� � a ����at szorozzuk ennek reciprok�val ���� � 	�
 �
	�	��� ami 
���at ad� Ennek megfelel� r�szei adj�k a megold�st�
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Az aritmetikai feladatok mellett egyszer� egyismeretlenes egyenletekre
vezet� algebrai feladatok is vannak a papiruszon� Ezeket nem algebrai �ton
oldott�k meg� hanem a hamis feltev�s m�dszer�vel �hamis helyzet szab�ly�val�
aritmetikai �ton� Teh�t az algebrai absztrakci�s szintr�l visszamentek az arit�
metikai szintre� L�ssuk ezt a m�dszert a Rhind papirusz ���os feladat�n� �Egy
sokas�g �s negyede �sszesen tizen�t� mennyi a sokas�g"�
Vegy�nk egy pr�bamegold�st� vagyis tegy�nk egy val�sz�n�leg hamis fel�

tev�st� Legyen a sokas�g 
� mert ennek k�nny� a negyed�t venni� Negyede ��
ez �sszesen �� De minthogy az ���t 	�szor kell venni� hogy a k�v�nt �� �sszeget
kapjuk� ez�rt a 
�et is h�romszor kell venni� Teh�t a sokas�g ���
A m�veletek r�gz�t�se a pr�b�lgat�sok sor�n r�vezetheti a gyereket az egyen�

let strukt�r�j�ra� majd az egyenlet fel�ll�t�s�ra�

� �
	

�
� 
 �
 x�

x

�
� 	
�

A hamis feltev�s szab�ly�t a mai elektrotechnika is alkalmazza� Ha egy h�l�zat�
ban keresett az �ram adott fesz�lts�g mellett� akkor sokszor k�nnyebb �gy
megoldani a feladatot� hogy az �ram �rt�k�re valamilyen sz�mot felvesz�nk�
Ez az egyiptomi egyenletmegold�si m�dszer regula falsi n�ven a r�gi didak�

tika fontos r�sze volt� 'szt�n�sen ma is sok tan�r alkalmazza a �k�nnyebb
sz�mokkal� mint x�szel� elvet k�vetve�
A Rhind papiruszon van egy m�rtani sorozatra utal� j�t�kos feladat is� amely

sok k�s�bbi feladatgy�jtem�nyben �s n�pi tal�l�sk�rd�sben felbukkan� � h�z� 
�
macska� 	
	 eg�r� � 
�� kal�sz� �� ��� b�zazem� �sszesen� �� ���� A papirusz
nem k�zli a feladat sz�veg�t� de a sz�mokb�l k�nny� kital�lni�
A feladat megtal�lhat� az els� magyar aritmetik�ban is n�mi v�ltoztat�ssal�

N�pi tr�f�s v�ltozata a k�vetkez�� �Jank� elment Pirip�csra� Tal�lkozott h�rom
t�ttal� Minden t�tnak h�rom zs�kja� minden zs�kban h�rom macska� H�nyan
mentek Pirip�csra"�
Az ismertetett aritmetikai�algebrai eredm�nyek mellett az egyiptomi mate�

matik�ra m�gis a geometriai jelleg a jellemz�� A g�r�g�k Egyiptomot tartott�k a
geometria b�lcs�j�nek� D�mokritosz szerint az�rt sz�letett Egyiptomban a geo�
metria� mert a N�lus �vi �rad�sa ut�n �jra kellett m�rni a f�ldeket �geometria%
f�ldm�r�s��
Az egyiptomi geometria �s csillag�szat fejletts�g�nek m�ig �l� bizony�t�kai

a piramisok �s templomok� A piramisok k�t �le mindig �szak�d�li ir�ny�� igen
kis elt�r�ssel- alakjuk pedig szab�lyos n�gyoldal� csonkag�la� Ezeket neh�z
gyakorlati sz�ks�gszer�s�ggel magyar�zni� ink�bb kultikus el��r�sokra utalnak�
Ki tudt�k sz�m�tani a t�glalapok ter�let�t� A h�romsz�gek� trap�zok

ter�let�t �tdarabol�ssal t�glalapra vezett�k vissza� Ezt a k�rn�l is megk�s�relt�k�
A Rhind papirusz ��� feladat�ban Ahmesz azt �ll�tja� hogy egy � �tm�r�j�
k�ralak� mez� ter�lete ugyanannyi� mint egy � oldal� n�gyzet�� teh�t �� 
�� �
��� Innen � � 

���	 � ��	�� � � � � ami j� k�zel�t�s� Egy m�sik feladatban ezt
az eredm�nyt m�s �ton kapta� a k�rbe �rhat� szab�lyos nyolcsz�g seg�ts�g�vel�
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A � egyiptomi k�zel�t�se j�val pontosabb az addigi 	�as �rt�kn�l� ami abb�l
ad�dott� hogy a k�r ker�let�t az �tm�r� h�romszoros�nak vett�k� Ez a r�gi
meg
gyel�s a Bibli�ban is szerepel�

�s csin�la egy �nt�tt tengert
 mely egyik sz�l�t�l fogva a m�sik
sz�l�ig t�z sing volt
 k�r�sk�r�l kerek
 �s �t sing magas
 �s a ker�letit
harmincz sing zsin�r �rte vala k�r�l�

�Kir�lyok I� k�nyve
 ��	���

Az egyiptomiak tudt�k azt� hogy a 	�
�� oldal� h�romsz�g der�ksz�g�� A
�k�t�lfesz�t�k� ezt haszn�lt�k der�ksz�g kijel�l�s�re f�ldm�r�sn�l �s templomok�
olt�rok stb� �p�t�s�n�l� Ez nem jelenti azt� hogy ismert�k a Pitagorasz�t�telt�
csak konkr�t esetben felismert�k �s alkalmazt�k�
Legkiemelked�bb geometriai eredm�ny�k az� hogy ki tudt�k sz�m�tani a

n�gyzetes csonkag�la t�rfogat�t a helyes

V �
m

�
�a� � ab� b��

k�plettel� Ezt a moszkvai papirusz �
�es feladata mutatja ����� �bra��
A megold�si utas�t�s sz�szerinti ford�t�sa soronk�nt a k�vetkez��

�� Add �ssze ezt a ���ot

�� ezzel a ��cal �s ezzel a 
�gyel

	� Kij�n ��� Sz�m�tsd ki


� egyharmad�t a ��nak� Kij�n �� Sz�m�

�� l�lj ���as�val k�tszer� Kij�n ���

�� N�zd� ez ��� J�l sz�molt�l�

V�gezet�l ismertetj�k az egyiptomi napt�rt� mert ez a mai napt�runk �se�
Id�sz�m�t�suk val�sz�n�leg abb�l indult ki� hogy a N�lus �vi �rad�sa mindig
r�viddel azut�n kezd�d�tt� hogy a Sziriusz a �kutyacsillag� �ppen napfelkelte
el�tt jelent meg Keleten� K�t megjelen�s k�zt �ppen 	�� nap van� ez�rt az
�vet tizenk�t harminc napos h�napra osztott�k� megtoldva �t �nnepnappal� Az
�v� vagyis egy teljes napciklus azonban 	����� nap� �gy �vente negyed nap el�
tol�d�s keletkezik� ami �
�� �v ut�n �ll vissza� Egy r�mai tud�s feljegyz�se
szerint a napt�r Kr� e� �	��ben szinkronban volt� �gy a napt�r kezdete h�rom
ciklussal kor�bbra Kr� e� 
�
��re �pontosabb sz�m�t�sok szerint Kr� e� 
����ra�
dat�lhat�� Az egyiptomi napt�rt Julius Caesar r�mai uralkod� reform�l�
tatta meg� minden negyedik �vben egy sz�k�nap hozz�v�teleivel �s a h�napok
napjainak megv�ltoztat�s�val� Ez a julianus napt�r volt �rv�nyben Eur�p�ban
a XVI� sz�zad v�g�ig� Oroszorsz�gban viszont az �����es forradalomig� Ez�rt
esett okt�ber ���e november ��re� A mai �n� gregori�nus napt�r Gergely p�pa
reformj�nak eredm�nye�
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���� �bra� Fenn� a csonkag
la t�rfogat�nak kisz�m�t�sa a moszkvai papiruszon� Alul�
a sz�m�t�sok magyar�zata�

	��� A babil�niai matematika

A matematika fejl�d�s�ben m�g Egyiptomn�l is fontosabb szerepet j�tszott a
m�sik nagy folyammenti civiliz�ci� a Tigris �s Eufr�tesz foly�k ment�n� illetve
k�z�tt� A ter�letet szokt�k Mezopot�mia �folyamk�z� n�ven is emlegetni �����
�bra�� Egyiptom �s Babil�nia adotts�gaiban sok a hasonl�s�g� de l�nyeges
k�l�nbs�gek is vannak� Babil�nia ter�lete nyitott� ez�rt sok h�d�t� v�ltotta
egym�st e t�jon� K�vek �s papiruszn�d nincs� de sok az agyag� #p�letek nem
maradtak fenn� viszont rengeteg ki�getett �k�r�sos agyagt�bla v�szelte �t az
id� viszontags�gait� Geometriai jelleg helyett a babil�niai matematik�ban az
aritmetikai�algebrai jelleg domin�lt�
A term�keny foly�torkolatok vid�k�n az els� kult�rn�p a sum�r volt

Kr� e� 
��� k�r�l� akik megalap�tott�k els� v�rosaikat �Ur� Uruk� Kis�� csatorn��
kat �p�tettek az �nt�z�shez �s az �rad�sok megf�kez�s�re� A sum�r mitol�gi�ban
is szerepel egy� a bibliai v�z�z�nh�z hasonl� nagy �rad�s� valamint a teremt�s
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���� �bra� Babil�nia �Mezopot�mia� t�rk�pe�

le�r�sa is megegyezik� A Biblia szerint �brah�m� a zsid�k �s arabok �t�gabb
�rtelemben a s�mi n�pek� k�z�s �sapja a sum�r &r v�ros�b�l j�tt� A sum�r
nyelv ismeretlen eredet�� k�l�nb�zik a k�rnyez� n�pek�t�l �s ragoz� nyelv� mint
a magyar� Ez az egyik alapja a sum�r�magyar rokons�g elm�let�nek� amely
az itthoni hivatalos tilt�s miatt f�leg az emigr�ci�ban kapott publicit�st� Sok
kutat� a sum�r k�p�r�st tartja minden �r�s �s�nek�
A sum�rok fontos kult�rt�rt�neti szerepe egyre jobban megvil�gosodik a ku�

tat�sok el�rehaladt�val� Sok� kor�bban a g�r�g�knek tulajdon�tott eredm�nynek
kimutatt�k mezopot�miai eredet�t� N�h�ny kutat� egyenesen azt �ll�tja� hogy
a civiliz�ci� a sum�rokkal kezd�d�tt�
A sum�r v�rosokat Kr� e� �
�� k�r�l a s�mi eredet� akk�dok� majd a szint�n

s�mi amorit�k �amurruk� h�d�tott�k meg� A h�d�t�k �a k�s�bbiek is� �tvett�k
a sum�rok fejlettebb kult�r�j�t� a tudom�nyban megmaradt a sum�r nyelv� �gy
biztos�tva volt egyfajta kultur�lis folyamatoss�g a t�rs�gben�
Az amorit�k hozt�k l�tre az �babiloni birodalmat� amely nev�t Babilon

v�rost�l kapta� F�nykor�t e birodalom Hammur�bi �Kr� e� ����,����� uralko�
d�sa idej�n �lte�
Az �babiloni birodalomnak az assz�r h�d�t�s vetett v�get a Kr� e� XIII� sz��

zadban� Az assz�r birodalom f�v�rosa Ninive volt� Itt t�rt�k fel az angolok az
assz�r uralkod�k t�bb mint ��� ��� agyagt�bl�b�l �ll� k�nyvt�r�t�
A ter�let �jabb urai a kaldeusok �k�ldok� lettek a Kr� e� VII� sz�zadban� Az

elpuszt�tott Ninive helyett ism�t Babilon lett a f�v�ros �s l�trej�tt az �jbabiloni
birodalom� Ennek legnagyobb uralkod�ja Nabukodonozor volt� aki t�mogat�
ta a tudom�nyok� els�sorban a csillag�szat m�vel�s�t� A kaldeusok osztott�k
be a Nap l�tsz�lagos p�ly�j�t �az ekliktik�t� tizenk�t �llat�vre �s neveiket is �k
adt�k� Ezzel megalapozt�k a horoszk�pia �tudom�ny�t� is�
A kaldeusok ut�n a m�d �s perzsa h�d�t�s k�vetkezett� V�g�l a perzs�kat

legy�z� Nagy S�ndor tett pontot Babil�nia t�rt�net�nek v�g�re�
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Megjegyezz�k� hogy a Bibli�ban nemcsak Egyiptom szerepel� hanem gyakran
tal�lkozhatunk babil�niai v�rosok �s uralkod�k neveivel is� Az egyiptomi rabs�g
mellett a zsid�k ugyanis t�bbsz�r szenvedtek babil�niai rabs�got�
Az �k�r�sos agyagt�bl�kb�l a r�g�szek t�bb� mint 
�� ����et hoztak felsz�nre�

amelyek k�z�l kb� ��� matematikai jelleg�� Az �k�r�s megfejt�s�ben szint�n egy
h�romnyelv� k�t�bla seg�tett� az �n� behisztuni k�� A t�bla �perzsa� el�mi
�s babiloni �akk�d� sz�veg�b�l a n�met Grotefend �s az angol Rawlinson
h�mozta ki az �k�r�sos jelek �rtelm�t� A matematikai t�bl�k elemz�s�t Neuge�
bauer �s a holland van der Waerden v�gezte el�
A sum�rok kezdetben kerek �r�n�ddal nyomt�k �r�sjeleiket az agyagba �s

val�sz�n�leg hatos sz�mrendszert haszn�ltak� Az els� �r�sos eml�kek m�r a t�zes
�s hatvanas sz�mrendszerek kevered�s�t mutatj�k nem helyi�rt�kes sz�m�r�sban�
A kerek �r�n�ddal kisebb�nagyobb k�r�ket� illetve f�lk�r�ket lehetett a puha
agyagba nyomni �a meg�rz�sre sz�ntakat ezut�n ki�gett�k�� K�s�bb az �r�n�dat
a h�romsz�glet� �r�p�lca v�ltotta fel� amivel �ll� �s fekv� �keket lehetett az
agyagba nyomni� �gy alakult ki az �k�r�s� Az �sum�r sz�mjegyek �s az �k�r�s
kezdeti form�i a helyi�rt�krendszer cs�r�it mutatj�k ����� �bra��

���� �bra� �sum�r sz�mjegyek� Rendre� �� ��� ��� �� � 	�� 	��� �� � 	��� 	���

A babil�niaik ezt teljes �rt�k� hatvanas sz�mrendszerr� fejlesztett�k� amely
kiterjedt a hatvanados t�rtekre is� Az �ll� �k ��� �s a fekv� �k ���� jel�vel �gy
b�rmilyen sz�mot le tudtak �rni� Hi�nyzott az egy�rtelm�s�ghez a hatvanados
vessz� �s a nulla� A null�ra k�s�bb bevezettek egy speci�lis jelet helyp�tl��
k�nt� de a sz�m v�g�n nem tett�k ki� �gy a sz�mok kiolvas�sa ezut�n sem volt
egy�rtelm�� csak a sz�veg�sszef�gg�sb�l lehetett behat�rolni �rt�k�ket� Tekint�
s�k p�ld�ul a ���� �bra szerinti sz�mot! Ez a sz�m egyar�nt jel�lhetett
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���� �bra� Egy sz�m fel�r�sa babiloni �k�r�sban� �� �� ��

A helyi�rt�k elv�nek a t�rtekre val� alkalmaz�sa a babil�niai matematika
nagy teljes�tm�nye� A hatvanados t�rtek t�l�lt�k a hatvanas sz�mrendszert�
Eur�p�ban csak a XVII� sz�zadban szor�tott�k ki �ket a tizedes t�rtek� holott
eg�sz sz�mokra r�gen a t�zes sz�mrendszert haszn�lt�k�

Van der Waerden h�rom k�rd�st tesz fel k�nyv�ben a babil�niaiak sz�m�
�r�s�val kapcsolatban�

�� Hogyan jutott esz�kbe � �s �� ut�n �ppen ���at v�lasztani k�vetkez� l�p�
cs�foknak"

�� Hogyan jutott esz�kbe ���at �nagy egyes��nek tekinteni� �s az � jel�vel
�br�zolni"

	� Hogyan jutott esz�kbe� hogy a t�rteket is ���as sz�mrendszerben �rj�k�
�0���at �kis egys�g��nek fogva fel"

Az els� k�rd�sre k�t val�sz�n�s�thet� v�lasz is van� A hatvanas rendszer a sum�r
hatos �s az akk�d t�zes sz�mrendszer egyes�t�s�b�l j�hetett l�tre� M�sok a sum�r
�s akk�d s�ly� illetve p�nzegys�gek �tsz�m�t�si sz�maib�l sz�rmaztatj�k� A
m�sodik �s harmadik k�rd�sre azonban egyik sem szolg�l magyar�zatul�
Az egyszer� t�rtek neve �s jele itt is mutatja� hogy a t�rtek nem az oszt�sb�l�

hanem a m�r�sb�l sz�rmaztak� Az 	�
 jele valami felez�s�re utal� K�p�r�sos
jelent�se val�ban az� olyan ed�nyt jelent� amelynek t�rfogat�t felezt�k ������
�bra��

����� �bra� Sum�r �s babil�niai t�rtek� A fels� sorban� r�gebbi sumer kori� Az als�
sorban� 
jabb sumer kori� A t�rtek rendre� �

�
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�
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A babil�niaiak sz�m�t�saikat t�bl�zatok seg�ts�g�vel v�gezt�k� Voltak recip�
rok� szorz�s� n�gyzet� n�gyzetgy�k� k�b �s k�bgy�k t�bl�zataik� Volt egy n��n�

t�bl�zatuk is� ami fontos szerepet j�tszott algebr�jukban�
Szorozni tudtak� az oszt�st a reciprokt�bl�zat seg�ts�g�vel szorz�sra vezett�k

vissza� Csak olyan sz�mok reciprokait k�pezt�k� amelyek v�ges hatvanados
t�rteket adtak� vagyis amely sz�mok pr�mt�nyez�s felbont�s�ban csak a ��
pr�mt�nyez�i fordulhattak el�� Az ilyen sz�mokat szab�lyosaknak nevezt�k� P�l�
d�ul�
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Egy oszt�s ezut�n �gy v�gezhet� el�
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A szorz�s ilyen m�dja mutatja� hogy a t�rtfogalom fejl�d�s�ben egy l�p�ssel
el�bbre tartottak� mint az egyiptomiak� Valamely tetsz�leges sz�ml�l�j� t�rtet
nem t�rzst�rtek �sszegek�nt� hanem egy t�rzst�rt t�bbsz�r�sek�nt fogt�k fel�
K�t sz�m h�nyadosak�nt azonban m�g nem �rtelmezt�k�
Algebrai ismereteik is fejlettebbek voltak az egyiptomiak�n�l� Meg tudtak

oldani m�sodfok� egyenleteket �s egyenletrendszereket� A megold�s sor�n al�
kalmazt�k az �a� b�� �s a�� b� kifejez�sekre ismert azonoss�gokat� Ez nem azt
jelenti� hogy ezeket �ltal�nosan fel tudt�k volna �rni� pl�ne bizony�tani� Maga
a megold�s is receptszer� volt� P�ld�ul� �Ter�lethez add hozz� az oldal k�tsze�
res�t� ez 	�� Mennyi az oldal"� �x� � 
x � �
� �Adj 	��h�z ��et� ez 	�� 	� az
� � �� Vegy�l el ��et� az oldal ��� Val�ban�

x� � 
x� 	 � �
 � 	 �
 �x� 	��x� 	� � � � � �
 x� 	 � � �
 x � 
�

Negat�v gy�k�kr�l� vagy az ismeretlen bet�vel jel�l�s�r�l term�szetesen sz� sem
lehetett� Ann�l is ink�bb� mert sem a negat�v sz�m fogalma nem alakult m�g
ki� sem az �b�c�t nem tal�lt�k m�g fel�
N�zz�nk egy egyenletrendszerre vezet� feladatot� Megold�sa sor�n a babil��

niaiak is alkalmazt�k a hamis feltev�s egyiptomi m�dszer�t�

Feladat� � b
r ����� sar� ter�letr�l � g
r ��	�� sila� gabon�t arattam� Egy m�sik
b
rr�l � g
r ���� sila� gabon�t arattam� A gabona ��	� ����� sil�val haladja meg
a gabon�t� A f�ldjeimet �sszeadva �� ������ sart kapok� Mekkor�k a f�ldjeim�

Mai jel�l�sekkel az al�bbi k�t egyenlet �rhat� fel�

x� y � 	���
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A babil�niai megold�s� T�rd az �����at� a f�ldek ter�let�nek �sszeg�t kett��
���� V�gy teh�t ����at �s m�g ����at �x�nek �s y�nak�� Ekkor a j� �az els��
f�ld�n 
�� ���� � ��� sila� a rossz �a m�sodik� f�ld�n 	�
 ���� � �
� sila gabona
terem� A k�l�nbs�g ��� sila lenne� De a k�l�nbs�gnek ����nak kell lenni� teh�t
a ����et 	���nel n�velni kell� Ha a j� f�ldet � sarral n�velj�k� a rosszat � sarral
cs�kkentj�k� akkor a term�s n� 
�� sil�val� illetve cs�kken 	�
 sil�val� vagyis
a term�sk�l�nbs�g 
�� � 	�
 � ��� sila� Mit kell ����dal szoroznom� hogy
megkapjam a 	���et" V�gy 	���at� mert 	���szor ��� az 	��� �gy a j� f�ld
����r�l ���� sarra szaporodik� �s a rosszabb ����r�l ����ra cs�kken� y � 	
���
x � ����
M�sodfok� egyenletrendszert azonoss�gok �gyes alkalmaz�s�val oldottak

meg�

Feladat� A sz�less�g meg a hossz
s�g ��� A ter�let 		�� Mekkora a sz�less�g �s
a hossz
s�g�
T�rd a 	��at kett�� ��� A ���sz�r �� egyenl� ����tel� Vond ki ebb�l a ter�letet�
����b�l ��� az 
� N�gyzetgy�ke 
�nek� �� Add ezt ���h�z� ��� Megkaptad a
hossz�s�got� Vond ki a ���t a ���b�l� �	� Ez a sz�less�g� Mai jel�l�sekkel�
x� y � ��� x � y � 
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Az azonoss�gokkal meg nem oldhat� m�sodfok� egyenleteket a megold�k�p�
let receptszer� alkalmaz�s�val oldott�k meg� A negat�v sz�mok hi�nya miatt
k�l�n �recept� volt az x� � px � q� x� � px � q� x� � q � px t�pusokra� M�s
feladatokat ezekre a t�pusokra vezettek vissza �gyes helyettes�t�sekkel� P�ld�ul�

		x� � �x � �� 	
 �
 �		x�� � � � �		x� � 	� �� �
�

A harmadfok� egyenletek k�z�l az x� � x� � p alak�ra visszavezethet�ket
tudt�k megoldani a megfelel� t�bl�zat seg�ts�g�vel� Megold�saikat pr�b�nak
vetett�k al�� ami fontos l�p�s a bizony�t�si ig�ny kialakul�sa fel��
A babil�niai algebra egyik cs�csteljes�tm�nye a

p

 pontos megk�zel�t�se

iter�ci�val� Az amerikai Yale egyetem gy�jtem�ny�nek �����es sz�m� agyag�
t�bl�j�n olvashat� az al�bbi k�zel�t�s ������ �bra��
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����� �bra� A �Yale �	��� t�bla a
p
� k�zel�t�s�vel�

ami � sz�mjegyig pontos� Balra fent az oldal hossza olvashat� �	��� az �tl�ra ap

 �rt�ke� alul pedig az �tl� hossza ��� � p
� � �
� 

� �
 van �rva�
A n�gyzetgy�k sz�m�t�s�ra alkalmazott k�zel�t� m�dszer�k a newtoni iter��

ci�hoz hasonl� volt� Legyen x �
p

� Abb�l indultak ki� hogy ha az els� k�zel�t�s

�x�� t�l kicsi a
p

 �h�z k�pest� akkor 
�x� t�l nagy� �s viszont� Ekkor sz�mtani

k�zep�k m�r el�g j� k�zel�t�s� P�ld�ul�
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M�r ez a k�zel�t�s is k�t jegyre pontos� Az elj�r�s folytat�s�val tetsz�leges
k�zel�t�st �rhet�nk el� Ha ezt a m�dszert az a� � b �sszeg n�gyzetgy�k�nek
kisz�m�t�s�ra alkalmazzuk� akkor ap

a� � b � a�
b


a

k�zel�t� k�plethez jutunk� amit szint�n haszn�lnak babil�niai sz�vegekben�
A babil�niai geometri�t sok�ig sokkal fejletlenebbnek tartott�k az egyipto�

min�l� A leg�jabb leletek ezt c�folj�k� Az aritmetikai�algebrai jelleget azonban
nem� mert a geometriai eredm�nyek is algebrai k�nt�sben jelentek meg�
Ismert�k a Thal�sz�t�telt� Helyes ter�letk�plet�k volt nemcsak a sok�

sz�gekre� hanem a k�rre is�

ter�let �
	



� �ker�let � sug�r� � k � r



�

Erre a k�r cikkekre oszt�s�val �s kiter�t�s�vel j�ttek r�� �gy a k�r ter�lete egy
K alap� �s r magass�g� t�glalap ter�let�nek felek�nt ad�dik�
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