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Előszó


    Van valahol egy rejtett világ. A szépség és elegancia eldugott univerzuma, amely ezer szállal kötődik a mindennapi világunkhoz. Ez a matematika világa. És ez legtöbbünknek láthatatlan. Ez a könyv meghívó ennek a világnak a felfedezésére.


    Nézzük a következő paradoxont: a matematika át- meg átszövi a mindennapi életünket. Ha vásárolunk valamit online, vagy keresünk valamit az interneten, vagy GPS alapján tájékozódunk, akkor mindez valójában matematikai formulák és algoritmusok segítségével történik. Közben a legtöbb ember fél a matematikától. Hans Magnus Enzensberger költő szavaival a matematika „fehér folt a kultúránkban – idegen terület, ahol csak a kiváltságosok, a kevés beavatott érzi jól magát”. Ahogyan mondja, igen ritkán „találni olyan embert, aki határozottan állítaná, hogy elviselhetetlen szenvedés számára a regényolvasás puszta gondolata, egy festmény vagy egy film megtekintése”. Ugyanakkor „értelmes, tanult emberek” gyakran kijelentik, mégpedig „büszkén és kihívóan”, hogy a matek „tiszta gyötrelem” már-már „rémálom” számukra, ami teljesen „letöri az embert”.


    Hogyan lehetséges ez az ellentmondás? Két fő okot látok. Először is a matematika sokkal elvontabb, mint a többi tudomány, így kevésbé megközelíthető. Másodszor, az iskolában csak igen kis részét tanuljuk a mateknak, annak is a legnagyobb hányada már több mint egy évezrede ismert. A matematika hihetetlen sokat fejlődött azóta, de a modern matek kincsei legtöbbünk elől rejtve vannak.


    Mi lenne, ha az iskolában olyan „képzőművészeti órára” kéne járni, ahol csak azt tanítják, hogyan kell kerítést festeni? Mi lenne, ha sohasem mutatnák meg Leonardo da Vinci és Picasso festményeit? Értékelnéd-e akkor a képzőművészetet? Akarnál-e többet tanulni róla? Kétlem. Valószínűleg azt mondanád, „az iskolában elvesztegetett idő volt képzőművészetet tanulni. Ha a kerítésemet valaha is festeni kell, felveszek majd valakit, aki megcsinálja”. Talán nevetségesen hangzik, de a matematikát így tanítják, és legtöbbünk szemében ez olyan, mint azt nézni, hogyan szárad meg a festék a kerítésen. Míg a nagy mesterek festményei könnyen elérhetők mindenki számára, a nagy mesterek matekja legtöbbünk elől el van zárva.


    Jóllehet nem csupán a matek szépsége megkapó. Galilei szerint „a Természet törvényei a matematika nyelvén íródtak”. A matek a valóság leírásának univerzális módja, segítségével megfejthetjük, hogyan működik a világ, egy egyetemes nyelv, amely az igazság alapja. Világunkban, melyet egyre inkább a tudomány és technológia vezérel, a matematika egyre inkább a képesség, a haladás és az érték forrásává válik. Így azok, akik tökéletesen beszélik ezt a nyelvet, a haladás élén állnak.


    Általános tévhit a matematikával kapcsolatban, hogy csupán mint eszköz használható; mondjuk, ha egy biológus kutat, adatot gyűjt, akkor megpróbál felépíteni egy matematikai modellt, ami illeszkedik az adataira (ezt talán matematikus segítségével teszi meg). Bár ez fontos alkalmazási terület, a matek ennél sokkal többet kínál, olyan felfedezéseket tesz lehetővé, amelyek új alapokat teremtenek, paradigmákat döntenek meg, amelyek máshogy el sem képzelhetőek. Például Albert Einstein nem adatokra próbált egyenleteket illeszteni, amikor megértette, hogy a tömegvonzás okozza a tér görbületét. Ilyen adat nem létezett. Abban az időben senki sem tudta elképzelni, hogy a terünk görbül, mindenki úgy „tudta”, hogy a világunk nem görbe. De Einstein megértette, hogy ez az egyetlen út: általánosítani kell a speciális relativitáselméletet nem inerciális rendszerekre; majd ezt a követelményt zseniális módon kiegészítette egy másikkal, nevezetesen hogy a tömegvonzásnak és gyorsulásnak ugyanaz a hatása. Ez magas szintű intellektuális feladat volt a matematika birodalmában. Einstein itt egy matematikus, Bernhard Riemann ötven évvel azelőtti munkájára támaszkodott. Az emberi agy úgy van felépítve, hogy egyszerűen nem tudunk elképzelni kettőnél több dimenziós görbült tereket – ilyeneket csak matematikai módszerrel tudunk leírni. És láss csodát, Einsteinnek igaza volt – világegyetemünk valóban görbült, sőt még tágul is. Ez a matematika ereje, erről beszélek.


    Sok hasonló példát hozhatnánk, nemcsak a fizikából, hanem más tudományágakból is (fogunk még néhányról beszélni). A történelem azt mutatja, hogy a matematikai gondolatok egyre gyorsabban változtatják a tudományt és technikát. Matematikai elméletek, melyeket kezdetben elvontnak és ezoterikusnak tartottak, később nélkülözhetetlenné váltak az alkalmazásokban. Charles Darwin, akinek a munkája kezdetben nem matematikán alapult, később ezt írta önéletrajzában: „Nagyon sajnálom, hogy nem jutottam elég messzire abban a törekvésemben, hogy legalább valamit megértsek a matematika fontos elméleteiből; egy újabb érzékre tesznek szert azok, akik ezzel a tudással vannak megáldva.” Ezt a következő generációnak szóló, előremutató tanácsnak tartom arról, hogyan éljünk a matematikában rejlő óriási lehetőségekkel.


    Gyermekként még nem figyeltem fel a matematika rejtett világára. Mint a legtöbb ember, azt gondoltam, hogy a matematika száraz és unalmas. De szerencsés voltam, a gimnázium utolsó évében megismertem egy hivatásos matematikust, aki megnyitotta előttem a matematika mágikus világát. Megtanultam, hogy a matematikában végtelen sok lehetőség van, ugyanakkor elegáns és szép, mint a költészet, a művészet és a zene. Szerelmes lettem a matekba.


    Kedves olvasó, ezzel a könyvvel azt akarom elérni nálad, amit a tanáraim és mentoraim nálam, azaz meg akarom láttatni veled a matematika erejét és szépségét, képessé szeretnélek tenni téged, hogy belépj ebbe a varázslatos világba, ahogy én tettem, még akkor is, ha sohasem használtad a „matek” és „csók” szavakat ugyanabban a mondatban. A matematika ugyanúgy bele fog kerülni az életedbe, a bőröd alá, ahogy nekem, és a világlátásod gyökeresen meg fog változni.


    * * *


    A matematikai tudás merőben különbözik minden más tudástól. A fizikai világról alkotott képünk talán mindig torzított lesz, de a matematikai igazságok sohasem azok. Ezek objektív, örök és szükségszerű igazságok. Egy matematikai képlet vagy egy tétel mindenkinek, mindenhol ugyanazt jelenti – lényegtelen, férfi vagy-e vagy nő, milyen a vallásod vagy a bőröd színe; és mindenkinek ugyanazt fogja jelenteni ezer év múlva is. És ami még nagyon fontos, hogy egy csapásra mindannyiunké. Senki sem szabadalmaztathat egy matematikai formulát, az mindannyiunk közös értéke. Nincs más a földön, ami ennyire mély és különleges – mégis mindenki számára könnyen elérhető. Szinte hihetetlen, hogy a tudásnak ilyen szinte kifogyhatatlan tárháza létezik. Túl drága ahhoz, hogy ráhagyjuk a „kiválasztott kevesekre”. Mert mindannyiunké.


    A matematika egyik kulcsszerepe az információ elrendezése. Van Gogh ecsetvonásait is ez különbözteti meg egy puszta mázolmánytól. Annak köszönhetően, hogy már képesek vagyunk 3D-ben nyomtatni, megszokott világunk gyökeres változáson megy át: a fizikai tárgyak szférájából minden átköltözik az információ hordozóiba. És megfordítva: hamarosan ugyanolyan könnyen materializálhatjuk az információt a 3D-nyomtatókon, mint ahogyan most könyv lesz egy PDF fájlból, avagy az MP3 fájlból muzsika. Ebben a szép új világban a matematikusok szerepe, ha lehet, még fontosabb lesz: nekik kell rendben tartaniuk az információt, és megtalálni hasznosításának módjait.


    Ebben a könyvben az egyik legnagyobb gondolatot vázolom, amely a matematikában az utóbbi ötven évben született: ez a Langlands-program, amiről sokan úgy gondoljuk, hogy a matematika nagy egyesített elmélete. Ez nagyon izgalmas elmélet, amely kapcsolatot sző a matematika látszólag fényévekre levő ágai: az algebra, a geometria, a számelmélet, a függvénytan, valamint kvantumfizika között. Ha úgy tekintünk ezekre a témákra, mint a matematika rejtett világának a földrészeire, akkor a Langlands-program az az eszköz, amely átvisz az egyik földrészről a másikra, és vissza is hoz onnan.


    A Langlands-programot az 1960-as évek végén Robert Langlands kezdeményezte, ő az a matematikus, aki Princetonban Albert Einstein szobájában dolgozott. Ez a program a szimmetria alapvető matematikai elméletén alapszik. Ezt az elméletet két évszázaddal korábban egy francia fiatalember vetette papírra húszéves korában, mielőtt megölték egy párbajban. Az elméletet később egy újabb lélegzetelállító felfedezés gazdagította, amely nemcsak a nagy Fermat-tétel bizonyításához vezetett, de a számokról és egyenletekről való gondolkodásunkat is forradalmasította. Ezt követte annak felismerése, hogy a matematikában is van rozetta-kő, és még mindig tele van rejtélyekkel és metaforákkal. Ezeket az analógiákat követve, mintha a matematika rejtett szakadékaiban bolyonganánk, a geometria és a kvantumfizika birodalmába hatolunk be, rendet és harmóniát teremtünk ott, ahol addig csak káosz volt.


    Ezekről fogok írni, és bemutatom a matematika olyan ritkán látott oldalait, amelyek lelkesítők, tele vannak ötletekkel és hihetetlen felismerésekkel. George Cantor, a halmazelmélet atyja írta: „a matematika lényege a szabadság”. Arra tanít, hogy a valóságot vizsgáljuk, a tényeket; és kövessük őket, bárhova vezetnek is. Megszabadít a dogmáktól és előítéletektől, fejleszti az innovatív képességeinket. Így teremt olyan eszközöket, amelyekkel feltárhatjuk a dolgok lényegét.


    Aztán, hogy ezeket az eszközöket helyes vagy helytelen célok szolgálatába állítjuk-e, az egészen más kérdés. Például nemrég gazdasági válsághoz vezetett bizonyos pénzügyi matematikai egyenletek felelőtlen alkalmazása. Sok döntéshozó, aki matematikai analfabéta volt, merő mohóságból arrogánsan hagyatkozott ezekre az egyenletekre, egészen addig, amíg az egész rendszer majdnem összedőlt. Felhasználták az információ megszerzéséséhez való aszimmetrikus viszonyukat, blöfföltek ezekkel az egyenletekkel abban a reményben, hogy mások úgysem értik. Talán, ha néhányan hamarabb megértették volna ezeknek az egyenleteknek a feltételeit, nem bolondíthattak volna minket ilyen sokáig.


    Vagy vegyük a következő példát: 1996-ban egy, a kormány által felkért bizottság az USA-ban megváltoztatta a fogyasztói árindexet, amely befolyásolja az inflációt és alapja az adókulcsoknak, a társadalombiztosításnak, az egészségügynek és sok más indexelt kifizetésnek. Emberek tízmillióinak szóltak bele az életébe, de sem az új formulát nem tették közzé, sem a következményeit. És napjainkban az USA gazdaságának a hátsó kapuin keresztül újra megpróbálták visszacsempészni ezt az ásatag formulát.1


    A matematikusok közösségében az ilyen titkos tanácskozások sokkal ritkábbak. A matematikát úgy kapjuk, hogy a szigorúsághoz hozzáadjuk az intellektuális teljesség és a tényekre való támaszkodás szorzatát. Mindannyian hozzáférünk a matematikai ismeretekhez, a matematika eszköztárához, és ez megvéd minket attól, hogy néhány kivételezett hatalmasság önkényes döntésének legyünk az áldozatai. Ahol nincs matematika, ott szabadság sem lehet.


    * * *


    A matematika ugyanúgy a kulturális örökségünk része, mint a képzőművészet, az irodalom és a zene. Emberek lévén, izgat a vágy, hogy valami újat fedezzünk fel, új értelmet találjunk, jobban megértsük az univerzumot, amelyben élünk, és megtaláljuk a helyünket benne. Sajna nem fedezhetünk fel új földrészeket, mint Kolombusz, vagy léphetünk elsőként a Holdra. Mit szólnál, ha azt mondanám, nem kell vitorlásra szállnod, nem kell óceánokat átszelned vagy kirepülnöd az űrbe ahhoz, hogy felfedezd a világ csodáit? Ezek a csodák itt fekszenek előttünk, átszőve napjaink tényeivel. Bizonyos értelemben bennünk rejlenek. Matematika irányítja az univerzum folyamatait, ott bujkál a formákban és ívekben, mindennek az alapja a piciny atomoktól a legnagyobb csillagokig.


    Ezzel a könyvvel vendégségbe hívlak ebbe a gazdag és izgalmas világba. Könyvem olvasásához nincs szükség semmilyen előismeretre. Ha azt gondolod, hogy a matek nehéz, hogy nem vagy képes megérteni, de ugyanakkor csábít is, szeretnél a közelébe kerülni, akkor pontosan neked írtam ezt a könyvet.


    Mindenki azt gondolja, hogy hosszú éveken át kell tanulmányoznia a matematikát, hogy megragadja a lényegét. Néhányan eleve úgy gondolják, hogy a matematika nem értése velük született rendellenesség. Ezzel nem értek egyet: mindannyian hallottunk olyan fogalmakról, mint a Naprendszer, az atomok, az elemi részecskék, a DNS kettős spirálja; még valami homályos elképzelésünk is van ezekről a fogalmakról anélkül, hogy hosszú előadásokat hallgattunk volna végig fizikából vagy biológiából. Senkit nem is lep meg, hogy ezek a bonyolult konstrukciók a kultúránk és közös tudatunk részei. Ehhez hasonlóan a matematika alapvető fogalmait is mindenki megértheti, feltéve, hogy jól mondják el neki. Az esetek többségében ehhez nem kell éveken át matematikát tanulni, nagyon sokszor egyenesen eljuthatunk a dolgok lényegéhez.


    A következő a baj: Miközben az egész világ kötetlenül beszél a bolygókról, az atomokról, a DNS-ről, semmi remény sincs arra, hogy valaha is beszélne neked valaki a modern matematika olyan izgalmas tényeiről, mint például a szimmetriacsoportok, a váratlan számrendszerek – amelyekben ha kettőhöz kettőt adsz, nem négy az eredmény –, vagy a Riemann-felületek gyönyörű geometriai formái. Ez pontosan olyan, mintha folyton egy kiscicát tartanának eléd, mondván, hogy az a tigris. Pedig a tigris egészen másképpen néz ki. Én meg fogom mutatni neked teljes pompájában, látni fogod „észbontó szimmetriáját” – ahogyan azt William Blake olyan közérthetően mondta.


    Ne érts félre! Attól, hogy elolvasod ezt a könyvet, még nem válsz matematikussá. Még azt sem mondom, hogy mindenkiből legyen matematikus. Tudhatod, ha megtanulsz néhány húron pötyögni, még nagyon kevés dalt fogsz tudni eljátszani a gitárodon. Nem te leszel a világ legjobb gitárosa, csak egy picit gazdagabb lesz az életed. Ebben a könyvben megmutatom neked a modern matematika húrjait, amelyeket eldugtak előled. És megígérem, hogy gazdagabb lesz az életed.


    Egyik tanítómtól, a nagy Israel Gelfandtól hallottam: „Az emberek azt szokták mondani, hogy nem értik a matematikát, pedig ez csak azt mutatja, milyen rosszul tanítják nekik a matematikát. Ha egy iszákostól megkérdezzük, melyik szám nagyobb, a 2/3 vagy a 3/5, biztosan nem fog tudni válaszolni. De ha választania kell, hogy két üveg vodkán osztozzon harmadmagával, vagy három üvegen ötödmagával, kapásból kivágja: „két üveg háromra, testvér.”


    Célom úgy mesélni el mindent, hogy meg is értsd.


    Arról is fogok mesélni, mi történt velem azon a helyen, amit akkoriban Szovjetuniónak neveztek, s ahol egy tökéletesen elnyomó rendszerben élve, a matematika volt szinte az egyetlen lehetséges út, amely a szabadságba vezetett. Megtagadták tőlem, hogy a Moszkvai Állami Egyetemen tanuljak, mert akkoriban a Szovjetunióban nagyon erős volt a diszkrimináció. Az orrom előtt csapták be az ajtót. De én nem adtam fel. Belopakodtam az egyetemre, részt vettem az előadásokon és a szemináriumokon. Egyedül, csak magamra utalva olvastam a matekkönyveket, sokszor késő éjszakáig. Végül kifogtam a rendszeren. Nem engedtek be az ajtón, berepültem hát az ablakon! Mert ha szerelmes vagy, ki állíthatna meg?


    Két ragyogó matematikus vont engem védőszárnyai alá, ők lettek a mentoraim. Irányításuk alatt matematikai kutatásokba fogtam. Még csak gimnazista voltam, de máris az ismeretlen határait feszegettem. Életem legszebb szakasza volt ez, miközben biztosan tudtam, a Szovjetunióban soha nem lehetek kutató matematikus.


    Várt rám azonban egy nagy meglepetés: a cikkeimet kicsempészték a Szovjetunióból, híres lettem, és huszonegy évesen két évre meghívtak a Harvard Egyetemre. Láss csodát, ekkor jött a  peresztrojka, amikor is a Szovjetunió szabadjára engedte a polgárait. Én pedig ott álltam megint, a Harvard oktatójaként, akinek még PhD-je sincs, és aki megint homokot szór a rendszerbe. Rendületlenül folytattam a kutatást, alapvető eredményekre jutottam a Langlands-programban, és az utóbbi húsz évben elértem, hogy meghatározó szerepem legyen benne. Elmondom, milyen fontos eredményekre jutottak briliáns tudósok, és azt is, ami közben a kulisszák mögött történt velük.


    Ám ez a könyv tulajdonképpen a csók regénye. Egyszer álmodtam egy formuláról, amelytől mindenki szerelmes lesz, ez a formula lett a A szerelem és a matematika rítusai című filmem ígérete, amelyről majd mesélek a könyvben. Egyszer megkérdezte tőlem valaki a filmmel kapcsolatban, hogy „valóban létezik-e a szerelem képlete”.


    A válaszom: „Nálunk minden képletben szerelem bujkál.” A matematika teszi lehetővé azt az időn túli, mindenen áthatoló tudást, amely az anyag szívébe hatol, és egyesíti a kultúrákat, korszakokat és kontinenseket. Van egy álmom: egyszer majd minden ember megérti ezeknek a képleteknek és egyenleteknek a mágikus szépségét, és szerelembe esik a valósággal, benne minden emberrel.

  


  
    
A fordítók előszava


    Habent sua fata libelli. Hol volt, hol nem volt, volt egyszer egy nagyon öreg pszichiáter, akinek egyszercsak az a kényszerképzete támadt, hogy le kell fektetnie a 21. század filozófiájának az alapjait. Annyit világosan látott, hogy nem kerülheti meg Alexander Grothendiecket. Aztán kiderült, hogy ez a drága ember csak azt akarta bizonyítani, hogy nincs Isten. Egyszer egy pszichológus arról írt drámát, hogy ő lelőtte Istent. Freud óta tudjuk, hogy valami alapvető átok telepedett a lélek orvosaira. Mi viszont keresni kezdtük, ki tudna minket Grothendieckre megtanítani, de csak annyit értünk el, hogy egyik barátunk felhívta a figyelmünket erre a könyvre. Mihelyt a kezünkbe került, láttuk, hogy többet kaptunk annál, mint amit kerestünk, és kedvünk szottyant a könyvet lefordítani. Igen ám, de nagyon keveset tudunk az algebrai geometriából, ezért megkértük Stipsicz Andrást, ellenőrizze szakmailag a munkánkat.


    Teljesen egyetértünk a szerzővel abban, hogy csekély értelme van még mindig csupán a nagy görög matematikus, Eukleidész műveit tanítani. Beleborzong minden magyar ember, amikor Bolyai Jánost emlegetik, de itt is csak a turáni átok kénköves szaga érvényesül. Az atombombát mindenki ismeri, sokan meg is tudják csinálni kis konyhájukban. Valamennyi matematika biztosan kell hozzá, de inkább csak a keverési arányok pontos beállításához. A kettős spirált ékszerként a nyakunkban hordjuk. Karinthy révén agykutatásban világhatalom vagyunk. De azt örök homály fedi, hogy mit csinál a matematikus. Vannak közismert elemi feladatok, köztük még megoldatlanok is, ezek azonban csak a jéghegy csúcsai. Ebben a könyvben egy hús-vér fiatalemberrel ismerkedhetünk meg, akinek az eredményei révén belecseppenhetünk a modern matematika közepébe. Sokan megkérdezték tőlünk, miért fáradozunk ezzel a szerzővel, aki képes volt meztelenre vetkőzni egy oktatófilmben. Válaszunk a következő.


    Tétel (Anaxagorasz) A legbutább embertől is lehet valamit tanulni.


    I. Bizonyítás (Tusnády) Én ezt a tételt Komlóstól tanultam.


    II. Bizonyítás (Komlós) Én Surányitól azt tanultam, hogy előadás után hideg vízben, szappan nélkül kell kezet mosni.


    III. Bizonyítás (Surányi) Én Pólyától azt tanultam, hogy nem szükségszerű az, hogy a matematikát a legbutább emberek tanítsák.


    IV. Bizonyítás (Pólya) Én Szókratésztől azt tanultam, hogy a gondolatoknak csakis a csírái ültethetőek el a lélekben.


    V. Bizonyítás (Szókratész) Én Anaxagorasztól azt tanultam, hogy nem tudok semmit.


    A hasonló bizonyítások sora bármeddig folytatható – kérünk téged, kedves olvasó, te is adj néhányat. Tapasztalatunk szerint nem a matematikusok és a rendes emberek között tátong igazi szakadék, hanem Giordano Bruno és VIII. Kelemen között: egy nagyon okos diákunk elutasította kérésünket, hogy vegyen részt ebben a munkában, mert úgy gondolja, neki ehelyett cikkeket kell írnia. A nyolcadik kelemenek csakis a részletekben érzik jól magukat, miközben a giordano brunók máglyára mennek azért a meggyőződésükért, hogy mindig mindenki mindenért felelős. Érdekes, hogy még senki sem vette észre a A szerelem és a matematika rítusainak a kapcsolatát Kafka Kivégzőtelep című novellájával.


    Felgyorsult világunkban ennek a könyvnek máris jelentős utóélete van. Úgy gondoljuk, nekünk az a dolgunk, hogy az eredeti könyvet adjuk a magyar olvasók kezébe, az új fejleményeket mindenki megkeresheti. Nem a mi dolgunk az sem, hogy vitát kezdjünk a matematika oktatásában, vagy általában az oktatásban meglevő különböző irányzatok között, netán békét teremtsünk. Noha csábító lehetőség új magyarázatokkal kiegészíteni azt, amit a szerző elmondani jónak látott, ezt mégis akkorra halasztjuk, amikor esetleg a magunk nevében beszélhetünk.


    Műhelytitkaink Tusnády Gábor honlapján olvashatóak az L&M cím alatt.

  


  
    1. fejezet 
 Egy varázslatos bestia


    Hogyan lesz valakiből matematikus? Ez sokféleképpen megeshet. Hadd meséljem el, velem hogyan történt.


    Talán meg fogsz lepődni, ha megtudod, hogy az iskolában utáltam a matematikát. Jó, az, hogy „utáltam”, talán kicsit erős. Inkább mondjuk azt, hogy nem nagyon szerettem. Unalmasnak találtam. Megtettem, amit elvártak tőlem, de nem értettem, hogy mire jó az egész. A tananyag céltalannak, érdektelennek tűnt. Ami valóban izgatott, az a fizika volt, különösen a kvantumfizika. Minden könyvet mohón elolvastam erről a témáról, ami csak a kezembe került. Oroszországban nőttem fel, ott könnyű volt ilyen könyveket beszerezni.


    Izgatott a kvantumvilág. Ősidőktől kezdve arról álmodoztak a tudósok és filozófusok, hogy egyszer képesek lesznek megragadni az univerzum lényegét. Néhányan feltételezték, hogy az anyag picike építőkövekből épül fel, amiket atomoknak neveztek el. Az atomok létezését a huszadik század elején bizonyították be, de ugyanakkor arra is rájöttek, hogy az atomok tovább bonthatók. Minden egyes atomnak középen van egy magja, és vannak elektronjai, amelyek a mag körül keringenek. A mag protonból és neutronból áll, ahogyan azt a következő diagram mutatja.1
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    No de mi van a protonokkal és a neutronokkal? Azok a népszerűsítő könyvek, amiket elolvastam, azt állították, hogy ezeket is elemi, „kvarkoknak” nevezett részecskékre lehet bontani.


    Szerettem ezt a nevet, különösen születésének körülményei miatt. A fizikus, aki az új részecskék ötletével előállt – Murray Gell-Mann – a nevet James Joyce Finnegans Wake (Finnegan ébredése) című könyvéből vette, amelyben a következő mókás versike található:


    
      Three quarks for Muster Mark!
 Sure he hasnʹt got much of a bark
 And sure any he has itʹs all beside the mark.

 Három quarkot, tartsd a markod!
 Ne hallgassuk el Mister Markot, 
 bizony csúnyán belemart ott.1
    


    Úgy gondoltam, az valóban trendi, hogy egy fizikus valamit egy regény alapján nevez el. Különösen olyan regény alapján, ami összetett és nehezen érthető, mint a Finnegan ébredése. Noha még csak tizenhárom éves voltam, de azt már pontosan tudtam: a tudósoktól elvárható, hogy kizárólag a saját területükre koncentrálják minden energiájukat, és ne pazarolják azt olyan csacskaságokra, mint a művészet és a bölcselet. Én sajnos nem ilyen voltam. Sok barátom volt, szerettem olvasni, és szinte minden érdekelt a tudományon kívül. Szerettem focizni, órák hosszat kergettem a labdát a barátaimmal. Ekkor fedeztem fel az impresszionistákat (az ismerkedés egy nagy kötettel kezdődött, amit apám könyvtárában találtam). Van Gogh volt a kedvencem. Hatására még festeni is elkezdtem. Sokirányú érdeklődésem miatt kétkedtem abban, hogy valaha is tudós lesz belőlem. Ezért amikor megtudtam, hogy van egy Nobel-díjas fizikus, Gell-Mann, akit olyasmi is érdekel, mint az irodalom (továbbá a nyelvészet, az archeológia és sok egyéb dolog), nagyon megörültem.


    Gell-Mann szerint kétfajta kvark van, az „up” és a „down”, a protonok és neutronok pedig abban különböznek egymástól, hogy más a kvark-összetételük. A neutronban két down- és egy up-kvark van, a protonban két up- és egy down-kvark, ahogyan a képeken látható.2
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    Mindez meglehetősen világos volt előttem. Ellenben teljesen ködös, hogy honnan szedték a fizikusok, hogy a neutronok és protonok nem oszthatatlanok, hanem apró részecskékre bonthatók.


    A helyzet az, hogy az 1950-es évek végén aránylag sok elemi részecskét fedeztek fel, s ezeket hadronoknak nevezték. A neutronok és a protonok mindketten hadronok, és jelen vannak a hétköznapi életünkben mint az anyag építőkövei. Ami a többit illeti, senki sem tudta, hogy miért léteznek (egyáltalán „ki rendelte őket” – ahogyan valaki fogalmazott). Olyan sokféle hadront fedeztek fel, hogy a neves fizikus, Wolfgang Pauli azzal viccelődött, hogy a fizikából immár növénytan lett. Elkerülhetetlen volt, hogy a fizikusok valahogy úrrá legyenek a helyzeten, megtalálják azokat az elveket, amelyek segítségével értelmezni lehet e részecskék zavarba ejtő sokféleségét.


    Gell-Mann – és tőle függetlenül Yuval Neʹeman – egy új osztályozást javasolt. Mindketten feltételezték, hogy a hadronokat kisebb csoportokra oszthatjuk, és ezekben a csoportokban nyolc vagy tíz elem van. Ezeket nyolcasoknak és tízeseknek nevezték el. Egy-egy csoporton belül a részecskék hasonlóak voltak.


    Azokban a népszerű könyvekben, amiket akkoriban olvastam, ilyesféle diagramokat találtam:
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    Itt a protont p, a neutront n jelöli, a további hat hadron furcsa nevére egy-egy görög betű utal.


    Na de miért pont 8 és 10, miért nem 7 vagy 11? Az általam olvasott könyvekben erre nem találtam kielégítő magyarázatot. Valami misztikus ideát emlegettek, amit Gell-Mann „nyolcas útnak” nevezett (amivel Buddha „nemes nyolcas útjára” utalt). De eszükbe sem jutott megmondani, mi is ez az egész.


    Úgy hozta a szerencse, hogy családom egyik barátjától kaptam segítséget. Kis, ipari városban nőttem fel, a neve Kolomna, lakossága 150 000 fő, Moszkvától úgy hetven mérföldre található, ami két óra vonatozást jelentett. Szüleim egy vállalatnál dolgoztak, amely nehézgépeket gyártott. Kolomna két folyó találkozásánál fekszik, 1177-ben alapították (csupán 30 évvel később, mint Moszkvát). Még mindig van ott néhány templom és fal, amelyek ezekre az időkre emlékeztetnek. De nem igazán oktatási vagy intellektuális központ. Csupán egy tanárképző főiskola volt ott abban az időben, amelyben tanítókat képeztek. Az egyik professzor azonban, Jevgenyij Jevgenyijevics Petrov, a szüleim barátja volt. Egy napon anyám hosszú idő után összefutott vele az utcán, és beszélgetni kezdtek. Anyám szívesen beszélt rólam a barátainak, így ezúttal is szóba kerültem. Hallván, hogy érdeklődöm a tudományok iránt, Jevgenyij Jevgenyijevics azt mondta, hogy okvetlenül találkozni akar velem. Megpróbál megtéríteni a matematikának.


    – Jaj ne! – mondta anyám. – Nem szereti a matematikát. Azt hiszi, hogy unalmas. Kvantumfizikus szeretne lenni.


    – Nem baj – válaszolta Jevgenyij Jevgenyijevics –, azt hiszem, tudom, hogyan győzzem meg.


    Megbeszélték, hogy találkozunk. Nem vártam túl sokat a dologtól, de elmentem Jevgenyij Jevgenyijevics irodájába.


    Éppen tizenöt éves voltam, kilencedikbe jártam, ami a gimnázium utolsó előtti éve. (Egy évvel fiatalabb voltam az osztálytársaimnál, mert a hatodikat átugrottam.) Jevgenyij Jevgenyijevics akkor a negyvenes éveiben járt, barátságos volt és közvetlen.


    Kiderült, hogy Jevgenyij Jevgenyijevicsnek pontos terve volt arra nézve, hogyan nyerjen meg a matematikának. Mihelyt beléptem az irodájába, így fogadott:


    – Hallom, érdekel a kvantumfizika. Hallottál Gell-Mannról és az ő nyolcas útjáról?


    – Igen, erről több népszerűsítő könyvben is olvastam.


    – De tudod-e, mi volt ennek a modellnek az alapja? Honnan jutott erre az elképzelésre?


    – Nos…


    – Hallottál az SU(3) csoportról?


    – SU micsoda?


    – Hogy képzeled, hogy megértheted a kvarkokat, ha azt sem tudod, mi az SU(3) csoport?


    Levett néhány könyvet a polcról, beléjük lapozott, és formulákat mutatott oldalakon át. Észrevettem azt az oktett-diagramot is, amit korábban mutattam, s bár nem volt olyan csinos, mint a népszerűsítő könyvekben, de szemmel láthatóan itt minden el volt magyarázva.


    Noha egy szót sem értettem a formulákból, de az már ott világossá vált előttem, hogy megadják a választ a kérdésemre. Olyan volt, mintha maga Isten jelent volna meg előttem. Megbabonázott mindaz, amit láttam és hallottam, megérintett egy ismeretlen érzés, amit képtelen voltam szavakba önteni, de éreztem az energiáját. Olyan érzés volt, mint amikor zenét hallgatunk, vagy megnézünk egy képet, ami felejthetetlen benyomást gyakorol ránk. Csupán egy „hűha!” tört fel belőlem.


    – Biztos azt hitted, hogy az a matematika, amit az iskolában tanítanak neked – mondta Jevgenyij Jevgenyijevics. – Nem – s a könyv képleteire mutatott. – Ez a matematika. És ha valóban meg akarod érteni a kvantumfizikát, ebből kell kiindulnod. Gell-Mann a kvarkokat gyönyörű matematika alapján jósolta meg. Ez tulajdonképpen matematikai felfedezés volt.


    – De hogyan fogom én ezt az egészet megérteni?


    Az egész kicsit ijesztő volt.


    – Ne félj. Az első dolog, hogy megtanuld a szimmetriacsoportot. Az a fő gondolat. A matematika nagy része, de az elméleti fizika is azon alapszik. Adok neked néhány könyvet. Kezdd el olvasni, és jelöld meg azokat a mondatokat, amelyeket nem értesz. Hetente találkozhatunk, és beszélgethetünk ezekről a dolgokról.


    Adott egy könyvet a szimmetriacsoportokról, és néhány másikat is, különböző témákban: valami p-adikus számokról (ezek gyökeresen különböznek azoktól a számoktól, amiket használunk), meg topológiáról (ami a geometriai formákat tanulmányozza). Jevgenyij Jevgenyijevicsnek kiváló ízlése volt: olyan válogatást állított össze számomra, hogy ennek a varázslatos bestiának – a Matematikának – minden oldalát láthassam, és lelkesedni tudjak érte.


    Az iskolában olyan dolgokat tanultunk, mint a másodfokú egyenletek, valamennyi kalkulus, euklideszi geometria, trigonometria. Azt hittem, ez az, amivel a matematika foglalkozik, esetleg elmélyültebben, de megmarad abban a körben, amit tanultunk. Jevgenyij Jevgenyijevics könyvei azonban rányitották a figyelmemet egy olyan világra, amelyet addig el sem tudtam képzelni.


    Egy pillanat alatt hívő lett belőlem.

  


  
    2. fejezet 
 A szimmetria lényege


    A legtöbb ember úgy gondolja, hogy a matematika számokkal foglalkozik. Úgy képzelik el a matematikusokat, mint akik azzal múlatják az idejüket, hogy megfejtsék a számokat: a nagy számokat, aztán a még nagyobbakat, és ezeknek mind fantasztikus neveket adományozzanak. Én is így képzeltem, legalábbis addig, amíg Jevgenyij Jevgenyijevics be nem vezetett engem a modern matematika fogalmaiba. Ezek egyike volt a kulcsa a kvarkok felfedezésének, nevezetesen a szimmetria fogalma.


    Mi a szimmetria? Ezt mindannyian eleve tudjuk, legalábbis akkor, ha látjuk. Ha arra kérem az embereket, mondjanak példát szimmetriára, pillangókat mutatnak, hópelyheket, esetleg az emberi testet.
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K. G. Libbrecht fotója


    De máris elakadnak, ha megkérdezem, mit jelent az, hogy egy tárgy szimmetrikus.


    Jevgenyij Jevgenyijevics ezt így magyarázta nekem.


    – Nézzük csak ezt a kerek asztalt és ezt a négyzet alakút – és az irodában álló két asztalára mutatott. – Melyik szimmetrikusabb?


    – Persze, hogy a kerek, ez nem nyivánvaló?


    – Na de miért? Ha matematikus vagy, nem fogadhatsz el „nyilvánvalónak” egy dolgot, meg kell találnod az indoklást. Meg fogsz lepődni, de a nyilvánvaló dolgok gyakran tévedések.


    Látván, hogy összezavarodtam, kisegített.


    – Melyik az a tulajdonság, amelyik a kerek asztalt szimmetrikusabbá teszi?


    Kicsit elgondolkoztam, aztán eszembe jutott:


    – Azt hiszem, hogy a szimmetriának ahhoz van köze, hogy egy tárgy alakja és pozíciója változatlan marad, miközben magát a tárgyat mozgatjuk.


    Jevgenyij Jevgenyijevics bólintott.


    – Valóban. Vegyük az összes olyan transzformációt, amelyik ennek a két asztalnak változatlanul hagyja az alakját és a helyzetét. A kerek asztal esetében…


    Közbeszóltam.


    – Minden középpont körüli forgatás jó. Mindig visszakapjuk ugyanazt a helyzetet. De ha a négyzetes asztalt forgatjuk el, általában más helyzetbe kerül. Csak a 90 fokos forgatás és annak többszörösei elfogadhatóak.


    – Hajszálpontosan! Ha kimennél egy percre az irodámból, és én elforgatnám a kerek asztalt, bármekkora szöggel, nem vennéd észre. De ha a négyzet alakú asztallal tenném ezt, észrevennéd, kivéve, ha 90, 180 vagy 270 fokkal forgatnék.
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Ha a kerek asztalt tetszőleges szöggel elforgatjuk, nem változik a helyzete, de ha egy négyzet alakú asztalt forgatunk, ez csak akkor igaz, ha a forgatás szöge a 90 fok többszöröse (mindkét asztalt felülről nézzük)


    Így folytatta:


    – Az ilyen transzformációkat szimmetriáknak nevezzük. Amint látod, a négyzet alakú asztalnak csak négy szimmetriája van, de a kereknek lényegesen több – konkréten végtelen sok szimmetriája van. Ezért mondjuk azt, hogy a kerek asztal szimmetrikusabb.


    Ez sok mindent világossá tett.


    – Ez könnyen látható megfigyelés – folytatta Jevgenyij Jevgenyijevics. – Megértéséhez nem kell matematikusnak lenned. De ha matematikus vagy, felteszed a következő kérdést: Ha adva van egy tárgy, melyek az összes szimmetriái?


    Vegyük a négyzet alakú asztalt. Szimmetriái1 a következő forgatások: forgatás 90, 180, 270 és 360 fokkal, az óramutató járásával ellentétes irányban.2 Ezt egy matematikus így mondja: A szimmetriák halmaza négyelemű, ezek rendre a 90, 180, 270 és 360 fokos szögeknek felelnek meg. Ezek mindegyike egy adott sarkot (amit az ábrán egy körrel jelöltünk meg) valamelyik másikba viszi át.
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    Ezen forgatások egyike, a 360 fokos, speciális: nincsen semmilyen hatása, azonos a 0 fokos forgatással, amikor egyáltalán semmit sem csinálunk. Ez különleges szimmetria, hiszen a vizsgált tárgy egyetlen pontjára sincs hatása, minden pont ugyanott köt ki, ahol eredetileg volt. Ezt identikus szimmetriának, röviden identitásnak nevezzük.3


    Megjegyzem, hogy a 360 foknál nagyobb forgatásoknak megfeleltethetünk egy velük azonos hatású, 0 és 360 fok közötti forgatást. Például a 450 fokos forgatás azonos a 90 fokos forgatással, mert 450 = 360 + 90. Ezért csak 0 és 360 közötti forgatásokat tekintünk.


    Na most jön a lényeges lépés: ha az adott listából (90°, 180°, 270°, 360°) kettőt egymás után alkalmazunk, az adott lista valamelyik elemét kapjuk. Ezt az új szimmetriát a két szimmetria összerakásának, kompozíciójának nevezzük.


    Ez természetesen nyilvánvaló: mindkét szimmetria változatlanul hagyja az asztalt. Így a két szimmetria kompozíciója is változatlanul hagyja. Következésképpen a kompozíció eredménye is szimmetria. Ha például először 90 fokkal forgatjuk el az asztalt, aztán 180 fokkal, akkor összesen 270 fokkal forgattuk el.


    Nézzük meg, mi történik az asztallal ezen szimmetriák hatására. Az óramutató járásával ellentétes irányú forgatás hatására az asztal jobb sarka (amit körrel jelöltem az előző ábrán) a felső sarokba megy át. Ha a következő lépésben az asztalt 180 fokkal forgatjuk el, ez a felső sarok az alsó sarokba megy át. Az eredmény tehát az, hogy a jobb oldali sarok átmegy az alsó sarokba. Ez a 270 fokos forgatás hatása.


    Még egy példa:


    90° + 270° = 0°.


    Ha 90 fokkal forgatunk, aztán 270 fokkal, 360 fokos forgatást kapunk. De a 360 fokos forgatás hatása megegyezik a 0 fokos forgatáséval, ahogyan azt már tárgyaltuk – ez az „identikus szimmetria”.


    Más szavakkal mondva, a 270 fokos forgatás visszacsinálja a 90 fokos forgatást. Ez valójában egy nagyon fontos tulajdonság: minden szimmetriát visszacsinálhatunk, ami annyit tesz, hogy minden S szimmetriához létezik egy Sʹ szimmetria, úgy, hogy ezek kompozíciója az identikus szimmetria. Ezt az Sʹ szimmetriát az S szimmetria inverzének nevezzük. Láttuk, hogy a 90 fokos forgatás inverze a 270 fokos forgatás. Hasonlóan, a 180 fokos forgatás inverze a 180 fokos forgatás, azaz saját maga.


    Most már látjuk, hogy a négyzet alakú asztal forgatásainak a halmaza – a (90, 180, 270, 0) fokos forgatás – rengeteg tulajdonsággal rendelkezik, amelyek összegezik ezeknek a forgatásoknak a kölcsönhatásait.


    Mindenekelőtt bármely két szimmetriát összerakhatunk (vagyis végrehajthatjuk egyiket a másik után).


    Másodszor, van egy speciális szimmetria, az identitás. Példánkban ez a 0 fokos forgatás. Ha ezt összerakjuk bármelyik szimmetriával, visszakapjuk azt a szimmetriát. Például


    90° + 0° = 90°, 180° + 0° = 180° stb.


    Harmadszor, bármely S szimmetriához található egy Sʹ szimmetria, amellyel összerakva az identitást kapjuk.


    Most érkeztünk el a dolog lényegéhez: a négyzet alakú asztal négy forgatását a fenti három tulajdonság azzá teszi, amit a matematikusok csoportnak neveznek.


    Minden egyéb tárgy szimmetriái csoportot alkotnak, amelynek általában több eleme van, mint négy, az elemek száma lehet végtelen is.4


    Nézzük, mi a helyzet a kerek asztallal. Most, hogy már van a szimmetriák terén némi tapasztalatunk, kijelenthetjük, hogy a szimmetriák tetszőleges nagyságú forgatások (nem csupán a 90 fok többszörösei), és egy kör pontjaival jeleníthetjük meg őket.


    A kör minden egyes pontjának megfeleltetünk egy 0 és 360 fok közötti forgatást, amelyik a kerek alakú asztalt az óramutató járásával ellentétes irányban, ezzel a szöggel forgatja el. Először is van egy kitüntetett pont, amelyik a 0 fokos forgatásnak felel meg, ezt megjelöltem az alábbi ábrán, azzal a ponttal együtt, amelyik a 30 fokos forgatásnak felel meg.
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    De ne úgy gondoljunk ennek a körnek a pontjaira, mintha a kerek asztal részei lennének. Minden pont a kerek asztal egy konkrét forgatását képviseli. Vegyük észre, hogy a kerek asztalon nincs kitüntetett pont, amely az ábrán a 0 fokos forgatásnak felel meg.5


    Vizsgáljuk meg, hogy a kör pontjaira érvényes-e a fenti három tulajdonság.


    Először, a ϕ1 és ϕ2 fokos forgatások kompozíciója a ϕ1 + ϕ2 fokos forgatás. Ha ϕ1 + ϕ2 nagyobb 360 foknál, akkor egyszerűen levonunk 360 fokot az összegből. Ezt a matematikában modulo 360 összeadásnak nevezik. Például, ha ϕ1 = 195 és ϕ2 = 250, akkor a két szög összege 445, és a 445 fokos forgatás hatása ugyanaz, mint a 85 fokosé. Tehát a kerek asztal forgatásainak a csoportjában


    195° + 225° = 85°


    érvényes.


    Másodszor, van egy speciális pont a körön, amelyet a 0 fokos forgatásnak feleltettünk meg. Ez a csoportunk identitás eleme.


    Harmadszor, az óramutató járásával ellentétes irányú, ϕ fokos forgatás inverze az óramutató járásával ellentétes irányú,  fokos forgatás, ami ugyanaz, mint az óramutató járásával megegyező, 360–ϕ fokos forgatás (lásd a rajzot).
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    Ezzel leírtuk a kerek asztal forgatásainak a csoportját. Ezt körcsoportnak fogjuk nevezni. Szemben a négyszögletes asztal forgatásainak a csoportjával, ennek végtelen sok eleme van, hiszen 0 és 360 fok között végtelen sok szög van.


    Most már biztos elméleti alapokra helyeztük a szimmetriára vonatkozó intuitív elképzelésünket, és ami több: lett egy matematikai fogalmunk. Ezt úgy értük el, hogy először posztuláltuk azt, hogy egy adott tárgy szimmetriája egy olyan transzformáció, amely megőrzi a tárgyat és tulajdonságait. Ezután döntő lépést tettünk: vettük az adott tárgy összes szimmetriáját. Egy négyzet alakú asztal esetében ennek a halmaznak négy eleme van (a 90 fokos forgatás többszörösei); egy kerek asztal esetében ez végtelen halmaz (egy kör összes pontja). Végül megadtuk azt a finomstruktúrát, amellyel a szimmetriák csoportja mindig rendelkezik: bármely két szimmetriából összerakhatunk egy újabb szimmetriát, van identikus szimmetria, és minden szimmetriának van inverze. (A szimmetriák kompozíciója továbbá asszociatív is, ahogyan azt a 4. jegyzetben említettük.) Ezzel megalkottuk a csoport matematikai fogalmát.


    A szimmetriák csoportja absztrakt objektum, amely meglehetősen különbözik attól a konkrét tárgytól, amelyből kiindultunk. Nem érinthetjük meg, nem vehetjük kézbe egy asztal szimmetriáinak halmazát (noha az asztallal ezt megtehetjük), de el tudjuk képzelni, lerajzolhatjuk az elemeit, tanulmányozhatjuk, beszélhetünk róla. E halmaz minden egyes elemének van egy konkrét jelentése, van benne gondolat, a konkrét tárgynak valamely partikuláris transzformációját képviseli, egy szimmetriát.


    A matematika az ilyen absztrakt objektumokat és fogalmakat vizsgálja.


    A gyakorlat azt tanítja, hogy a természet törvényeinek vizsgálatában a szimmetria a lényeges vezérlő elv. Például a hópehely alakja szabályos hatszög, mert kiderül, hogy ebben az alakzatban a legalacsonyabb az energia, és ezért a kristályosodás ebbe kényszeríti a hópelyhet. A hópehely szimmetriái a 60 fok többszöröseivel végzett forgatások; vagyis 60, 120, 180, 240, 300 és 360 fok (ami ugyanaz, mint a 0 fok). Továbbá, a hópelyhet meg is „pörgethetjük” bármelyik tengely körül, amely a felsorolt szögekhez tartozik. Ezek a forgatások és pördítések mind megőrzik a hópehely alakját és helyzetét, ezért ezek a hópehely szimmetriái.2


    Itt egy fontos kérdés merül fel: a természetben sok olyan tárgy van, amelyek szimmetriái csak jó közelítésben érvényesek. A való élet asztalai nem tökéletes körök vagy négyzetek, egy eleven pillangónak különbözik a háta a hasától, és az emberi test sem egészen szimmetrikus. De ezekben az esetekben is sok haszna van annak, ha valamilyen absztrakt, idealizált verzióra térünk át – veszünk egy tökéletesen kerek asztalt, vagy papírra vetítjük a pillangót, amelynek már nem lesz hasa meg háta. Kiaknázzuk ezeknek az absztrakt tárgyaknak a szimmetriáit, aztán utólag mérlegeljük, mi marad azokból, ha visszatérünk a való élet tárgyaihoz.


    Ez nem jelenti azt, hogy nem értékeljük az aszimmetriát, épp ellenkezőleg, gyakran ebben találjuk meg a szépség okát. De maga a szimmetria matematikai fogalma nem esztétikai alapú. A célja az, hogy a szimmetria legáltalánosabb, következésképp legabsztraktabb fogalmát találja meg, amely aztán egyöntetűen alkalmazható különféle területeken, például a geometriában, a számelméletben, a fizikában, a kémiában, a biológiában és így tovább. Aztán, ha majd kifejlesztettük ezt az elméletet, már beszélhetünk a szimmetriasértésről – úgy tekintve az aszimmetriára, mint ami a semmiből bukkan fel –, ha úgy tetszik. Például az elemi részecskéknek tömegük keletkezik azáltal, hogy a mérceszimmetriájukban (amiről majd a 16. fejezetben lesz szó) szimmetriasértés keletkezik. Ezt a Higgs-bozon okozza, amelyet nemrég a Genf alatti nagy hadron ütköztetőben fedeztek fel.6 A szimmetriasértés ilyen tanulmányozása a természet legmélyebb titkaiba enged bepillantást.


    Most rátérek a szimmetria elméletének néhány alapvető tulajdonságára, mert ebből látni fogjuk, mi szükség van egyáltalán a matematikára.


    Az első az univerzalitás. A körcsoport nemcsak a kerek asztal szimmetriáit írja le, hanem minden más kerek tárgy szimmetriáit is, egy pohárét, egy palackét, egy oszlopét és így tovább. Tulajdonképpen amikor azt mondjuk, hogy egy dolog kerek, akkor pont azt értjük ezen, hogy annak a dolognak a szimmetriacsoportja a körcsoport. Ez egy nagyon erős kijelentés: azt jelenti, hogy a tárgyaknak egy nagyon fontos tulajdonságát („kerek”) jellemezhetjük azzal, hogy megadjuk a szimmetriacsoportját (a kör). Hasonlóan, az, hogy valami „négyzet alakú”, azt jelenti, hogy a szimetriacsoportja a már megismert négyelemű csoport. Más szavakkal, ugyanaz az absztrakt matematikai objektum (a körcsoport) alkalmazható rengeteg különböző tárgyra, és egyetlen közös univerzális tulajdonságra mutat (kerek alak).7


    A második az objektivitás. A csoport fogalma független például az interpretációnktól. Ugyanazt jelenti mindenkinek, aki tanul róla. Természetesen, ha meg akarjuk érteni, meg kell tanulnunk azt a nyelvet, amelyen róla beszélnek, és ez a matematika nyelve. De ezt a nyelvet bárki megtanulhatja. Hasonlóan, ha meg akarod érteni René Descartes „Je pense, donc je suis” mondatát, értened kell a francia szavakat (legalább azokat, amelyek ebben a mondatban szerepelnek) – s erre bárki képes. Ennek a mondatnak azonban, ha egyszer megértettük, különböző értelmezései lehetségesek. Továbbmenve, az egyes emberek ezeket az értelmezéseket vagy elfogadják, vagy nem. Ezzel szemben egy logikailag konzisztens matematikai kijelentés értelme nem függ annak interpretációjától.8 Továbbá, az igazsága szintén objektív. (Általában egy konkrét kijelentés igazsága függ attól az axiómarendszertől, amelyben megfogalmaztuk.) Na de ebben az esetben is, maga ez a függés objektív. Például az a kijelentés, hogy „a kerek asztal szimmetriáinak a csoportja a kör”, igaz mindenki számára, bárhol és bármikor. Más szavakkal, a matematikai igazságok szükségszerűek. Erről majd a 18. fejezetben lesz szó.


    A harmadik, az előzővel szorosan összefüggő tulajdonság a tartósság. Senki sem kételkedik abban, hogy Püthagorasz tétele a régi görögöknek ugyanazt jelentette, mint nekünk, és minden okunk megvan feltételezni, hogy a jelentése a jövőben sem fog megváltozni. Ráadásul mindazok a matematikai kijelentések, amelyek ebben a könyvben felbukkanak, örökérvényűek.


    A tény, hogy ilyen objektív és tartós tudás létezik (és mi mindannyian megszerezhetjük), nem valamiféle hirtelen csoda következménye. Azt sugallja, hogy a matematikai fogalmak abból a világból fakadnak, amelyik független a mi fizikai és mentális valóságunktól, és amelyre néha úgy hivatkozunk, mint a matematika plátói világára (erről bővebben majd az utolsó fejezetben lesz szó). Még nem teljesen értjük ezt a világot, és azt sem, hogy mi ösztönzi a matematikai felfedezéseket. De tagadhatatlan, hogy ez a rejtett valóság egyre nagyobb szerepet kap az életünkben, különösen most, az új számítógépes technológiák és a 3D-nyomtatás megjelenésével.


    A negyedik tulajdonság a matematikának a fizikai világra kiterjedő érvényessége. Például az elmúlt 50 évben a kvantumfizika nagyot lépett előre, mert az elemi részecskékre és kölcsönhatásaikra alkalmazták a szimmetriaelvet. Ebből a szempontból egy elemi részecske, mondjuk egy elektron vagy egy kvark, hasonlít a kerek asztalra vagy a hópehelyre, tulajdonságait nagyban meghatározzák a szimmetriái. (E szimmetriák egy része egzakt, mások közelítőek.)


    [...]

  


  
    
Jegyzetek


    Előszó


    1. Edward Frenkel, Don’t Let Economists and Politicians Hack Your Math, Slate, February 8, 2013, [Külső hivatkozás]


    1. fejezet. Egy varázslatos bestia


    1. A kép forrása: Physics World, [Külső hivatkozás]


    2. A kép forrása: Horváth Árpád.


    2. fejezet. A szimmetria lényege


    1. Ebben a gondolatmenetben a „valamely tárgy szimmetriája” kifejezést olyan transzformáció megjelölésére használjuk, amely nem változtatja meg a tárgyat. Például, ha megforgatunk egy asztalt. A „valamely tárgy szimmetriája” kifejezést nem használjuk annak a tulajdonságnak a megjelölésére, hogy az adott tárgy szimmetrikus.


    2. Ha az óramutató járása szerinti forgatásokat használjuk, ugyanazokhoz a forgatásokhoz jutunk: az óramutató járása szerinti 90 fokos forgatás megegyezik az óramutató járásával ellentétes, 270 fokos forgatással, stb. Megállapodás alapján a matematikusok rendszerint az óramutató járásával ellentétes forgatásokat használják, ez azonban csupán választás kérdése.


    3. Ez feleslegesnek látszhat, mégsem csupán pedantériáról van szó. Ha következetesek akarunk lenni, akkor feltétlenül szükség van erre. Azt mondtuk, hogy a szimmetria olyan transzformáció, amely megőrzi az adott tárgyat. Az identikus leképezés is egy ezek közül.


    A félreértések elkerülése érdekében hangsúlyozni akarom, hogy ebben a gondolatmenetben csak az adott szimmetria végső tulajdonságával törődünk. Az nem számít, hogy menet közben mi történik az adott tárggyal, csak az számít, hogy az adott tárgy pontjai végezetül hová kerülnek. Például, ha egy asztalt 360 fokkal elforgatunk, akkor az asztal összes pontja végül is a kiinduló helyzetébe fog visszakerülni. Emiatt számunkra a 360 fokos forgatás ugyanaz a szimmetria, mintha egyáltalán nem forgattuk volna. Ugyanezen ok miatt, az óramutató járásával ellentétes, 90 fokos forgatás ugyanaz, mint az óramutató járásával megegyező, 270 fokos forgatás. Egy másik példa: tegyük fel, hogy az asztalt a padlón 10 lábbal eltoljuk valamely irányban, majd visszatoljuk 10 lábbal, vagy pedig elvisszük egy másik szobába, majd visszahozzuk. Mindaddig, amíg ugyanabba a helyzetbe kerül vissza, és minden egyes pontja ugyanazt a helyet foglalja el, mint kezdetben, az így adódó szimmetriát az identikus szimmetriával azonosnak tekintjük.


    4. Fontos tulajdonsága a szimmetriák kompozíciójának az ún. asszociativitás: ha adott három szimmetria – S, Sʹ és S” – akkor ezeket két különböző sorrendben végrehajtva – (S ∘ Sʹ)∘S” és S ∘ (Sʹ ∘ S”) – ugyanaz az eredmény adódik. Ez a tulajdonság a csoportok definíciójában mint további axióma szerepel. A könyv fő részében ezt nem említettük külön, mert az ott tekintett csoportok esetén ez a tulajdonság nyilvánvalóan fennáll.


    5. Amikor egy négyzet alakú asztal szimmetriáiról beszéltünk, kényelmes volt számunkra a négy szimmetriát az asztal négy sarkával azonosítani. Ugyanakkor ez az azonosítás függ attól, hogy az egyik sarkot hogyan választjuk meg – azt, amelyik az identikus szimmetriát reprezentálja. Ha ezt már megválasztottuk, akkor már valóban minden egyes szimmetriát azonosíthatunk azzal a sarokkal, amelyikbe ezt az elsőnek megválasztott sarkot átviszi az adott szimmetria. Ennek hátránya, hogy ha egy másik sarkot választunk ki arra a szerepre, hogy az identikus szimmetriát reprezentálja, akkor az előzőtől különböző azonosítást kapunk. Ezért célszerűbb megkülönböztetni az asztal szimmetriáit és az asztal pontjait.


    6. Lásd Sean Carrol, The Particle at the End of the Universe. How the Hunt for the Higgs Boson Leads Us to the Edge of a New World, Dutton, 2012.


    7. 1872-ben, a nagy hatású erlangeni programjában alkalmazta kiindulópontként a matematikus Félix Klein azt a gondolatot, hogy a formákat meghatározzák a szimmetriatulajdonságaik – eszerint tetszőleges geometria esetén a lényeges tulajdonságokat egy szimmetriacsoport határozza meg. Például az euklideszi geometria esetén a szimmetriacsoport az euklideszi tér összes olyan transzformációjából áll, amely megőrzi a távolságot. Ezek a transzformációk forgatások és eltolások kompozíciói. Nem-euklideszi geometriák más szimmetriacsoportoknak felelnek meg. Ez lehetővé teszi a lehetséges geometriák osztályozását a hozzájuk tartozó szimmetriacsoportok osztályozása segítségével.


    8. Ez nem azt akarja mondani, hogy egy matematikai állítás semmilyen vonatkozásban sem lehet interpretáció tárgya: például az olyan kérdések, hogy egy adott állítás mennyire fontos, milyen széles körben alkalmazható, mennyire befolyásolta a matematika fejlődését stb., lehetnek vita tárgyai. Azonban az állítás értelme – hogy pontosan mit is mond – nem interpretáció kérdése, feltéve, ha az állítás logikailag konzisztens. (Az állítás logikai ellentmondás-mentessége nem vita tárgya, ha egyszer megválasztottuk azt az axiómarendszert, amelyben az állítást megfogalmaztuk.)

  


  
    Lábjegyzetek


    1. Ferenczy Győző fordítása


    2. Vegyük észre, hogy az asztal pörgetése nem szimmetria, hiszen fejreállítaná az asztalt – és akkor még nem is beszéltünk a lábakról. Ha csak négyzetről vagy körről lenne szó, a pörgetések elfogadható szimmetriák lennének (nincsenek lábak). Ezeket be kéne vennünk a megfelelő szimmetriacsoportba.

  


  
    
Útmutató az olvasónak


    Ebben a könyvben megpróbáltam a matematikai fogalmakat a lehető legelemibb és intuitív módon bevezetni. Mégis be kell ismernem, hogy egyes fejezetek (különösen a 8., 14., 15., és 17. fejezet néhány része) kicsit nehezebbek. Teljesen elfogadható, ha valaki azokat a részeket, amelyek zavarosak vagy bonyolultak, első olvasáskor átugorja (ezt én is gyakran megteszem). Ha később, kicsit már okosabban, visszatérsz ezekre a részekre, már nem lesznek olyan nehezek. Általában nincs is szükség erre, enélkül is követni tudod a mese fonalát.


    Bizonyos fogalmakat (különösen a későbbi fejezetekben) nem vezetek be részletesen. Nekem a nagy összkép a fontos, a részletek közötti logikai kapcsolat, nem maguk a részletek. A kicsit alaposabb tárgyalást a jegyzetekben találod, a további olvasmányokra való utalásokat is ott adom meg. Ezek sokszor hasznosak lehetnek, de nyugodtan ki is hagyhatod őket (legalábbis az első olvasáskor).


    Minden lehetséges módon törekedtem arra, hogy kevés képletet használjak, ha csak egy mód volt rá, inkább szóban fejtettem ki az öszefüggéseket. Mégis előfordulnak képletek. Remélem, nem nagyon ijesztőek, de ha a kedved úgy tartja, hanyagold ezeket is.


    Álljon itt egy megjegyzés a matematikai terminológiáról: miközben a könyvet írtam, rá kellett döbbennem, hogy nagyon sok olyan kifejezés van, amit a matematikusok egész más értelemben használnak, mint a hétköznapi emberek. Például a „kapcsolat” a matematikában két különbözö objektum elemei közötti megfeleltetést („kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést”) jelent, ami egészen más, mint a szó közönséges jelentése. Aztán itt vannak az olyan szavak, mint „reprezentáció”, „kompozíció”, „hurok”, „sokaság” és „elmélet”. Amikor ilyesmire bukkantam, igyekeztem valami magyarázatot adni. Ha csak tehettem, a kétértelmű elnevezéseket érthetőbbekre cseréltem („Langlands-relációt” mondok „Langlands-kapcsolat” helyett). Hasznodra lehet, ha megnézed a Glosszáriumot, ha valamit nem értesz.


    A honlapomon (edwardfrenkel.com) frissítéseket és kiegészítéseket találsz, és kérlek, írj nekem, ha eszedbe jut valami a könyvről (az e-mail címem megtalálható a honlapomon). Minden megjegyzést örömmel fogadok.

  


  
    
Köszönetek


    Köszönetet mondok a DARPA-nak és a National Science Foundationnek, hogy támogatta a könyvben ismertetett kutatásaimat. Mialatt a könyvemet írtam, a UC Berkeley Miller Institute for Basic Research in Science Miller professzora voltam.


    Köszönöm a Basik Books szerkesztőinek, T. J. Kellehernek és Melissa Veronesinek a hozzáértő segítséget.


    Könyvem készítése közben a következő emberekkel beszélgettem a készülő műről: Sara Bershtel, Robert Brazell, David Eisenbud, Marc Gerald, Masako King, Susan Rabiner, Sasha Raskin, Philibert Schogt, Margit Schwab, Eric Weinstein és David Yezzi.


    Alex Freedland, Ben Glass, Claude Lavesque, Kayvan Mashayekh és Corinne Trang a könyv egyes fejezeteit olvasták, és hasznos tanácsokkal láttak el. Köszönetet mondok Andrea Youngnak a 15. fejezet teáscsésze-fotóiért.


    Külön köszönöm Thomas Farber kiváló szakértői támogatását. Marie Leveknek pedig hálával tartozom a teljes kézirat átolvasásáért, továbbá azért, hogy kiszúrta a zavaros mondataimat. Apám, Vlagyimir Frenkel több verzióban is végigolvasta a kéziratot, és a tanácsai nagy hasznomra voltak.


    Köszönetet mondok a tanítóimnak, mentoraimnak és mindenkinek, akik a pályámon segítettek, ahogyan ezt ebben a könyvben elmeséltem.


    De mindezen túl a szüleimet, Lidia és Vlagyimir Frenkelt illeti a legnagyobb köszönet, mert az ő szeretetüknek köszönhetem mindazt, amit elértem. Ezt a könyvet nekik ajánlom.
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