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ELOSZO

Konyviinket a digitalis kor kihivasainak megfelelden kizarolag E-book formajaban jelentetjiik
meg. A passziv olvasas helyett arra 0sztonozziikk az olvasot, hogy aktivan vegyen részt a
problémamegoldasban ¢és a fontos kérdések megvalaszolasaban.

Egy gazdasagi szakember szamara elengedhetetlen, hogy ismerje a tobbvaltozos fliggvények
optimalizaldsi modszereit. A gazdasagi szereplok szaméra fontos cél a koltségek
minimalizalésa, illetve a profit maximalizalasa. A koltségek vagy a nyereség optimalizalasa
soran altaldban bizonyos korlatozo feltételeknek is eleget kell tenni, amelyek lehetnek
technoldgiai, pénziigyi, vagy egyéb korlatok. Konyviink az ilyen tipusu optimalizalashoz
kapcsolddo eljarasoknak €s alkalmazasoknak a bemutatasara helyezi a hangsulyt.

A konyv eredményes hasznalatdhoz ismerni kell az egyvaltozés fiiggvények
differencidlszdmitasat. Javasoljuk, hogy amennyiben ebben az utobbi témakdrben nem érzi
valaki elég biztosnak a tudasat, frissitse fel a differencialszamitasi szabalyokat.

Konyviink osszesen 10 fejezetbdl all, amelyek azonos felépitést kovetnek. A relevans
témakorok vizsgéalatahoz sziikséges elméleti ismeretek (fogalmak, tételek) tOomor
osszefoglalasat kovetéen bemutatjuk néhany probléma kidolgozott megoldasat. Minden
fejezetet legalabb két, egyedi problémakat generalo alkalmazas zér. Ez adja a konyv interaktiv
jellegét, mert lehetdséget biztosit arra, hogy a felhasznaldo sajat megoldasi javaslatat
akar 1épésrdl 1épésre haladva Osszevesse a kiilon kérésre megjelenithetd helyes valasszal. Az
olvas6 egy adott tipusu problémara ijabb meg ijabb valtozatokat generalhat mindaddig, amig
elég biztosnak nem érzi a tudasat.

A legenda szerint Ptolemaiosz, egyiptomi kiraly kérdésére, hogy van-e konnyebb mddszer a
geometria elsajatitasara, mint az 4ltala irott Elemek c. mii 4ttanulmanyozasa, Euklidész gorog
matematikus azt felelte: ,,A geometridhoz nem vezet kirdlyi 0t”. Annak ellenére, hogy a
matematikdhoz nincs ,kirdlyi ut”, nagyon bizunk abban, hogy mindazok, akik a konyvet
forgatjak, nemcsak hasznosnak, hanem a hagyomanyos mddszerekhez képest konnyebbnek és
élményszeriibbnek taldljak a bemutatott témakorokhoz kapesolodd, az olvasd bevonasara
¢épiild, problémacentrikus gondolkodést.

Végiil szeretnénk koszonetiinket kifejezni a konyv lektordnak, Longauer Doranak, aki
koriiltekinto figyelemmel és hasznos észrevételeivel nagyban segitette munkankat.

Pécs, 2022. aprilis 20. Bugar Gyongyi és Kovacs Baldzs




UTMUTATO AZ INTERAKTIV ALKALMAZASOK HASZNALATAHOZ

Az interaktiv alkalmazasok elérése

A megvasarolt e-bookhoz kapcsolodo interaktiv alkalmazasok csak regisztracid utan valnak
hozzaférhetévé a www.gazdmat-interaktiv.hu internetcimen. Amennyiben az On kdnyvtara,
illetve intézménye rendelkezik ilyen regisztralt példannyal, az intézmény szamitégépes
halézatan beliilrél barki szdmara elérhetdk az alkalmazdsok. Kérjiik, kovesse a megnevezett
honlapon olvashat6 utasitasokat!

Ha On sajit példannyal rendelkezik az e-bookbol, akkor jelszavas azonositist kdvetden
barhonnan hozzaférhet az interaktiv tartalomhoz. A www.gazdmat-interaktiv.hu internetcimen
tovabbi informaciokat talal a hozzaférés igénylésével kapcsolatban.

Miutan mar rendelkezik hozzaféréssel, az alkalmazédsokat webbongészon keresztiil lehet
hasznalni. A f6oldalrél a megfeleld fejezethez tartozo linkre kattintva jut el azokra a lapokra,
amelyeken eléri az interaktiv alkalmazésokat.

Ha barmi kérdése tdmad, kérjiik, irjon a konyv szerzdinek a gazdmatinteraktiv@gmail.com e-
mail cimre! Kérjikk a kdnyvtarosokat, hogy az intézményi regisztracid érdekében keressék a
szerzOket ugyanezen az elérhetdségen.

Az alkalmazasok hasznalata

Az alkalmazasok fejezetenként kiilon lapon talalhatok a webhelyen, melyek Microsoft
Excelben késziiltek, igy hasznalatuk leginkabb e tablazatkezeld hasznalatdra hasonlit. Az egyes
problémak kiilon munkalapon taldlhatok, amelyek kozott a keret aljan talalhatod lapfiilekre
kattintva lehet valtani. Az altalanos munkalapoktol eltérden a legtobb cella nem jeldlheto ki.
Az ilyen teriileteken a probléma leirdsa, valamint a megoldashoz tartozd utasitasok,
informaciok olvashatok, illetve abrak €s képletek lathatok. A felhasznald csupan a szines
hatterti cellakat és néhany, a weblapokon szokasos kezeléelemet tud kijeldlni.

A vélaszokat a szines hatterli celldkba kell beirni, vagy rdjuk kattintva, listdbol lehet
kivalasztani. Ezeket a cellakat inputcelldknak hivjuk. Az alkalmazas figyelmeztetni fogja Ont,
ha olyan vélaszt probal beirni egy inputcellaba, amely a megoldds szempontjabol nem
elfogadhatd, példaul szoveget irna be egy celldba, amelybe szamot var a rendszer.

A tortszamok beirasara elsésorban a tizedes tort alakot javasoljuk. Erdemes megjegyezni, hogy
a Microsoft Excel a legtobb esetben automatikusan atalakitja ddtumma a jobbra do16 perjellel
hatarolt szamparokat, példaul a 2/7 alakban beirt tartalmat jalius 2-aként értelmezi. Ez minden
esetben elkeriilhetd, ha a tort beirasat egyenldségjellel kezdi: =2/7. Ezen kiviil, amelyik
fejezetnél ezt kiilon jeloljik, a tortek egyszerlibb beirdsa érdekében az inputcelldkba
kozvetlentil is irhatok tortek. Az ilyen cellak esetén a beiras utan a tort formézasa atalakul gy,
hogy kiilon lathato az egészrész és a tortrész, példaul 7/3 beirasa esetén: 2 1/3. Altalaban egész



szamok lesznek a részmegoldasok, de természetesen bizonyos problématipusok esetén a tortek
hasznalata elkertilhetetlen.

Az interaktiv alkalmazasok altalaban az e-bookban olvashaté bemutatott problémék felépitését
kovetik. A kitoltés soran a formai hibdkra figyelmeztet a rendszer, de arrdl, hogy helyes-e a
valasz, mindaddig nem ad informaciot, amig az ellendérzés ki van kapcsolva. Ha szeretné latni
az adott 1épéshez tartozo helyes valaszt, jeldlje be a 1épéshez tartozo szakasz jobb oldalanal,
hogy szeretné ellendriztetni a munkajat. Ilyenkor zold betliszinnel jelezve lathatova valnak a
helyes valaszok. Az ellenérzés kikapcsolasat is Onnek kell elvégezni, de kényelmi okokbol
bekapcsolva is lehet hagyni. Ilyenkor, ha 0j verziot kér az adott problémabdl, rogton lathatok
lesznek a helyes valaszok.

Minden alkalmazasbdl szinte korlatlan szamu verzi6 all rendelkezésre, melyeket sorszammal
lattunk el, igy, ha szeretn¢ késébb Ujra megtekinteni, vagy kérdése lenne az adott verzioval
kapcsolatban, akkor ezt késObb megteheti. A verzid sorszamat egy inputcellaba lehet beirni
mindegyik probléma fol6tt, a jobb oldalon.



Vegtelen sorok.

Veégtelen sorok konvergenciaja
es divergenciaja.
Vegtelen meértani sor
¢s kozgazdasagi alkalmazasai.




Végtelen sorok. Végtelen sorok konvergenciaja és divergencidja.
Végtelen mértani sor és kdzgazdasagi alkalmazasai.

1.1 ELMELETI OSSZEFOGLALO

Végtelen szamsor fogalma

Legyen adott egy {a,}, n € N szdmsorozat. A sorozat tagjaibol képezett végtelen (sok tagt)
Osszeget végtelen sornak nevezzik.

Jelolése

a1+a2+“'+an+"' =Zf‘;1ai

Mértani (geometriai) sor

Aza, +a;q+aq* + - +a,q" + - = X2, a, q- 1 végtelen sort mértani sornak
nevezziik, amelynek a, az elsé eleme, q pedig a kvdciense (hanyadosa).

Harmonikus sor

Az 1+ % + § + e+ % + = Zﬁl% sort harmonikus sornak nevezzik.

Hiperharmonikus sor

Az 1+ zia + 3% + -+ nia +--= fillla (a € R) sort hiperharmonikus sornak nevezzik.
Példaul:

T4+ttt =322 (@=2)

I+ttt =327 (@=2)

Végtelen sorok osszege

Képezzik az a, + a, + -+ a, + -+ = X1;2; a; végtelen sor elsé n tagjanak az Osszegét:
n

sn=a1+a2+---+an=2ai
i=1

Az s, Osszeget a végtelen sor n-edik részletisszegének nevezziik.

A végtelen sort dsszegezhetdnek, azaz konvergensnek hivjuk, ha az {s, } sorozat konvergens,
azaz van véges hatarértéke. Ebben az esetben a lim s,, = s hatarértéket a végtelen sor

n—-oo

osszegének mondjuk.
Jelolése
Yie1@; =S

Amennyiben a fenti hatarérték nem létezik vagy nem véges (F00), akkor a végtelen sor nem
Osszegezhetd, azaz divergens.
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Mértani (geometriai) sor konvergenciaja

Ismert, hogy
sp=a;+a;q+-+aq"=q, -qq—__ll(q #1)

Ha |g| < 1, akkor a mértani sor konvergens, és a sor 0sszege:

i — 1L 1-q"
now e TS T 1-¢

Ha |q| = 1, akkor a mértani sor divergens.

Végtelen sor konvergenciajanak sziikséges feltétele

TETEL:

Haa; +a, + -+ a, + -+ = X2, a; konvergens, akkor lim a,, = 0.
n—->oo

A feltétel nem elégséges, azaz az allitas visszafelé nem teljesiil!

Példaul:

A harmonikus sor nem konvergens, pedig altalanos eleme nullahoz tart.




Végtelen sorok. Végtelen sorok konvergenciaja és divergencidja.
Végtelen mértani sor és kdzgazdasagi alkalmazasai.

1.2 BEMUTATOTT ALKALMAZASOK

1. Hatarozza meg a kovetkez6 mértani sor 6sszegét:

L) u

] A mértani sor elsO eleme és hanyadosa (kvdciense):

2. Hatarozza meg a kdvetkezé mértani sor dsszegét:
517 +517-(1,1) ' +517-(1,1)"2 + 517 - (1,1) 73 + -~ -
] A mértani sor els6 eleme és hanyadosa (kvociense):

a, =517 q=(11)t= ﬁ

q < 1 miatt a sor konvergens, €s a sor0sszeg:

3. Hatarozza meg a kovetkezd mértani sor 6sszegét:
at+a(l+a)+a(l+a)?+a(l+a)>+- (a>0) O
] A mértani sor elsd eleme és hanyadosa (kvdciense):
a,=a g=1+a)l=—

- 1+a
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q < 1 miatt a sor konvergens, €s a sor0sszeg:

a a 1+a

~ 1 " 1ta-1_
T+a T+a I+a

Ql Q

s = =@a- =1+a

1

Hatarozza meg a kdvetkezé mértani sor dsszegét:

5-3 5-32 5-3n-1
+—t...+ +... U

5+7 et

A mértani sor elsO eleme és hanyadosa (kvdciense):

Vizsgalja meg, hogy konvergens-e az alabbi sor (ha igen, hatdrozza meg a sor 6sszegét):
DI =
A fenti sor az x valtozo fiiggvénye, azaz fiiggvénysor.

szn =x2+xt+xC+ x4

n=1
A felirasbol jol latszik, hogy ez egyben olyan mértani sor, amelynek
elsd eleme és kvociense:

a, = x? q=x

Ismert, hogy a mértani sor |q| < 1 esetén konvergens.
Ez azt jelenti, hogy

|x?| < 1, azaz
-1<x<1.
A vizsgalt végtelen sor tehat —1 < x < 1 esetén konvergens, €és ekkor a sor Osszege:

XZ

s:
1 — x2




Végtelen sorok. Végtelen sorok konvergenciaja és divergencidja.
Végtelen mértani sor és kozgazdasagi alkalmazasai.

Vizsgalja meg, hogy konvergens-e az alabbi sor (ha igen, hatdrozza meg a sor 6sszegét):

D= ob(1+—) k,aholp>0 5

100

Az alabbi felirasbol megallapithato, hogy

mértani sorrol van szo, amelynek els6 eleme és kvociense:

1

1+1:;0)

a,=b q=

~—

Mivel p > 0 esetén q < 1, ezért a sor konvergens €s Osszege:

b b b
S U e T (1+1%0)=
1 —(1+L) 1+70 -1 100
b
_100b-(1+%)_b(100+p)_b(100+1)
B p ~p \p

A vilag vasfelhasznalasa 1971-ben 794 millié (794 -10°) tonnat tett ki. Ha a
felhasznalas 5%-kal nétt évente, és 1971-ben a rendelkezésre allo készlet 249 milliard

(249 -10”) tonna volt, akkor hany évre elegendé készlet allt rendelkezésre? u

A feladatban egy olyan mértani sorozatrdl van szo, amelynek elsé eleme és kvociense:
a, = 794 -10° q = 1,05

A vasfelhasznalas 1972-ben 794 - 10° - 1,05, 1973-ban 794 - 10° - 1,052, az 197 1-es

évet kovetd n. évben pedig 794 - 10° - 1,05™. Igy a vasfelhasznalés a készletek

kimeriiléséig az adott szdmtani sorozat elsé n + 1 elemének Osszege:

794 -10° + 794 - 10°- 1,05 + --- + 794 - 10° - 1,05™ = 249 - 10°

794 -10%(1 + 1,05 + --- 4+ 1,05™) = 249 - 10
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A bal oldali zarojelben levo Osszeg az s,, = a; - % formula alkalmazésaval (ahol

a; =1, q = 1,05; n helyett pedig n + 1 et kell irni, mert n + 1 db elem 6sszegérol
van sz0):

(1,05)"+1 — 1

1+ 1,05+ +1,05" = 1
+1,05 + -+ 1,05 o5 =T

fgy a tovabbiakban n-re az alabbi egyenletet kell megoldani:

(1,05)"*1 — 1

794 0,05

= 249000

(1,05)"*1 ~ 16,68

1916,68
~ 191,05

n =~ 56,68
Tehat még legalabb 56 évig elegenddek a készletek.

Allapitsa meg, hogy divergens-e a kovetkezé sor:

[o'e) n
Ln=1 1+n H
Mivel a sor éltaldnos tagjanak hatarértéke nem nulla, hiszen a, = % - 1(n - ),

ezért a sor divergens.

Allapitsa meg, hogy divergens-e a kévetkezd sor:
o (101\"
Zn=1 (100) -

" . y 101\" .
A sor altalanos tagjanak hatarértéke: a,, = (ﬁ) — o (n - o). Mivel ez a

hatarérték nullatol kiilonbozo, ezért a sor divergens.

10



