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ELOSZO

Ezt a konyvet részben a BME-n a villamosmérnok hallgatéknak tartott
valészintiségszamitds-kurzus motivalta, részben pedig a sajat élményeim
az egyetemrdl: didkként és tandrként is az volt a tapasztalatom, hogy a
valészintiségek viliga ingovanyos terep sok matematikus szimadra is,
a laikusoknak pedig egyértelmten az. Sokat gondolkodtam, hogy mi
lehet ennek a magyardzata, szimos ismerdssel, kollégdval és barattal
— matekossal és nem matekossal egyardnt — beszélgettem errdl az évek
folyaman. Arra jutottam, hogy az egyik ok a valészintiségszamitds ere-
dete, ami a babondkhoz és a szerencsejitékokhoz kotddik. A masik
ok, hogy az agyunk nem valdszintségek (matematikailag korrekt)
felmérésére van huzalozva, hanem sokkal inkdbb a kockazatkezelésre:
nagyobb valészintségitinek itélink olyan eseményeket, illetve stratégid-
kat, amelyek jobban biztositjik a tilélésinket. De nagyban befolyasolja
valdszintiségi becsléseinket az is, hogy mennyi idénk van donteni, illetve
mennyire koltséges (mennyi agymunkat igényel) az eseménnyel kapcso-
latos adatok feldolgozasa. Sokszor egyszertien nincs elég idénk, vagy til
sok az informdci6, és heurisztikiakhoz folyamodunk.

Igy a konyvet féleg ez a két szempont strukturalja: egyrészt végig-
haladok a val6szintségszamitds torténetén az 6sid6ktdl napjainkig,
mikor milyen sziikségletek, alkalmazdsok segitették el6 a fejlédését,
misrészt pedig megprébdlom kideriteni, hogy milyen nehézségek ga-
tolnak minket abban, hogy helyesen itéljik meg bizonyos események
bekovetkezésének valészintségét. Ennek érdekében a konyvet strtin dt-
szovik a paradoxonok (illetve olyan problémak, amelyek technikailag
nem paradoxonok, de minden esetben jézan ésszel nehezen megragadhatd,
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litszolagos ellentmonddsok) és kognitiv torzitisok (gondolkoddsi hi-
bak, amelyekre kiilonésen hajlamosak vagyunk, mikézben a kérulét-
tink 1év4 tengernyi informdciét probéljuk feldolgozni). Ezeket kiilon
is listizom a konyv végén taldlhaté Fiiggelékben. Nagyon tigyeltem arra,
hogy az olvasét ne terheljem tdl felsébb matematikai fogalmakkal, és
a koényv tudomdnyos ismeretterjesztd voltihoz hiven értheté ma-
radjon laikusok szdmadra is. Ugyanakkor vannak benne kénnyebb
és nehezebb részek, bizonyos paradoxonok egész mély nyuliregekbe
vezetnek. Amennyiben valaki nem merészkedik ezek mélyére, a konyv
még akkor is konzisztens marad, de én arra biztatok mindenkit, hogy
kévesse és gondolja végig a magyarazatokat.

A Bevezetésben végigveszem a val6szinilségek torténetét az 6sidk-
t6l a reneszanszig terjedSen, illetve az ebben az idében uralkodé ,,min-
den egyenl8en lehetséges” hozzaillast és az ebbdl fakadé problémakat.
A Csomdsoddsok és ilhizick cim fejezetben azt jarom kortil, hogy esemé-
nyek egyuttjardsa, ,csomésoddsa” lehet-e a véletlen miive. Az Oksdg és
indukcid cimi fejezetben azt vizsgdlom, hogy milyen koncepcidkban
gondolkodhatunk valdszintségek helyett (kauzalitisban), és mi koze van
ennek mégis a valdszintiségekhez. Bevezetem a feltételes valészintiség
fogalmat, amit tovabb boncolok a Félrecrtések a feltételes valdsziniiség ko-
riilben és az Oksdg és feltételes valdsziniiségben. Utébbiban kilon kitérek
az idére, hogy milyen szerepet jatszik abban, hogy inkdbb ok-okozat-
ban, mintsem valészintségekben gondolkodunk. A Demografia és élet-
biztositdsok cim fejezet f6ként arrdl szdl, hogy hogyan motivaltdk
a pestisjarvanyok az elsé népszamlalasokat, amibél az elsé statisztikdk és
az elsé élettartambecslések is szarmaznak. A Fair jatékok, avagy mibél
él a Szerencsejdték Zrt.? cimi fejezet a fogadasok és kiilonbo6zé jatékok
birodalmdba kalauzol el: a virhaté élettartam utin a virhaté nyereség
togalmira is fény deril, illetve hogy mit hivunk racionalis déntésnek
a jatékokban. A4 normdlis mitosza a leghiresebb valésziniségi eloszlis
sziiletését és mai napig tarté hatdsit vizsgalja. A Statisztika cimi fejezet-
ben kifejtem annak torténetét és hatdrait, tudomanyban betoltott sze-
repét. Végiil pedig a Modern valdsziniiségszdmitds a terilet mai alldsara,
a matematikdban és a vilagban elfoglalt helyére reflektal.
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Az embereket mindig is mélyen foglalkoztatta, hogy milyen erék dol-
goznak a vildgban, mi mozgatja a dolgokat, és milyen jové vér rajuk.
Jelen ismereteink szerint mi vagyunk az egyetlen él6lények, akik tud-
jak magukrél, hogy meg fognak halni, ezért agyi aktivitisunk nagy
részét is arra forditjuk, hogy ezt az eseményt a lehetéségekhez mérten
elodazzuk. Ugyanakkor nemcsak azt szeretnénk tudni, hogy mi és ho-
gyan lesz (mi a sorsunk, végzetiink), hanem hogy mi és hogyan volt
(mi a magyardzat a mdr megtortént jelenségekre), és ezt a kettt egy
narrativiban akarjuk egyesiteni. Idénk végessége rakényszerit minket
arra, hogy strukturaljuk azt, jelentést adjunk neki. A narrativa egy ma-
sik fontos sziikségletiinket is kielégiti: a bizonytalansig és a kockdzat
csokkentését. Tudatosan és tudattalanul is rengeteg idSt és energidt
forditunk arra, hogy mérlegeljiink, dontéseket hozzunk, aztin pedig
a dontések lehetséges kovetkezményeit mérlegeljik, és Gjabb donté-
seket hozunk. Kapcsolatunk a vildggal és a benne rejlé lehetéségekkel
alapvetSen formdlta a valészintség fogalmat, késébb pedig az ellenté-
tes folyamat is beindult: a valészintség formalta a kovetkeztetéseinket,
dontéseinket.

Pir ezer éves feljegyzett kultirankban szdmtalanszor prébalkoztak
ezzel az emberek a tudomdny és a vallds keretein beliil, de maga a folya-
mat nem mindig alapos dtgondolds mellett zajlik. Sokszor teljesen
ontudatlanul mérlegeliink lehetdségeket, vonunk le kovetkeztetéseket,

vagy hozunk dontéseket. Ebben a konyvben f6leg a tudomdny altal adott
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vélaszokat vessziik goresé ald. Az oksdgi és valészinlségi magyarazatok
és ezek minden aranyu keveréke dtszovik mindennapjainkat: tudatosan
és mindenféle dtgondolas nélkil is haszndljuk Sket.

Véletlen, bizonytalan, kockdzatos, valdszini, sanszos, random, vdrhato,
esélyes, szerencsés. .. ezek mind hasonlé, mégis egy kicsit mds jelen-
tésd szavak: vannak kozottik pozitiv kicsengéstek, és arra utaldk,
hogy egy esemény inkabb bekovetkezik, mint nem (példaul valdszini,
sanszos, esélyes), illetve negativabbak, mint a bizonytalan, random, kockd-
zatos. Sokszor azonban nem vildgos, hogy pontosan mit értlink alattuk,
nem egyértelmi a hasznalatuk. Ez persze nem csak a magyar nyelv-
ben van igy, az 1960-as években a CIA-ndl dolgozé Sherman Kent
egy egész protokollt fejlesztett ki az ilyen jellegi kifejezések korrekt

alkalmazdsdra:

certain (biztos) = 100%

almost certain (majdnem biztos) = 93%

probable (valoszinl) = 75%

chances about even (esélyek kb. egyenléek) = 50%
probably not (valoszintileg nem) = 30%

almost certainly not (majdnem biztosan nem) = 7%
impossible (lehetetlen) = 0%

Konvenciéja végiil nem épilt be a mindennapokba (még a CIA-ba se),
pedig haszndlatdval ma is sok félreértést el lehetne kerilni.

De nem egyszeriien a szavak megfeleld haszndlatrél van sz6: ebben
a fejezetben attekintjik a fogalom legkordbbi megjelenéseit és kiala-
kuldsdnak koriilményeit, amelyeket tobbnyire a végzettel, a bizonyta-
lansdggal és a szerencsével asszocidltak. A valésziniség jelentésének
alakuldsa a mai napig hat arra, hogy mi hogyan érzékeljiik azt.
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Ahogy azt Pierre Redmont megfogalmazta:

~Az emberek [...] hajlamosak egy végzetes és vakon miikodo
erdt tarsitani a johoz, a rosszhoz és altalaban minden torténés-
hez ebben a vilagban. Azt hiszik, hogy Fortunat le kell kenye-
reznilik, hogy kedvezzen nekik; ezért én gy gondolom, hogy
mindenkinek (nem csak a szerencsejatékosoknak) hasznos len-
ne tudnia, hogy a val6szinliségeknek vannak szabalyaik, és ezek
a szabalyok megismerhetdk. Ismeretik hidnya hibakhoz vezet,
amelyek miatt nem a sors, hanem sajat maguk okolhato.”

Mar a gorogok sem vagtak

A valésziniség fogalma kivételesen nem az ékori gorogoktdl szarma-
zik. A probabilitas (valészinlség) sz6 etimoldgidja a latin probabilis —
probabilitatem (hihetd, plauzibilis, jévihagyhatd, megbizhaté), aminek
a tove probo, ebbdl szirmazik a préba szavunk is. Egy vélemény hihet6-
ségét, igazolhatdsagit jelentette, hogy kidllja-e a prébat. Bir a gorogok-
nek is 1étezett ra szavuk: eikos (€1k0g), ami azt jelentette, hogy ,virhatd,
bizonyos fokd bizonyossiggal”, 6k sokkal jobban szerették az abszolut
igazsigot, ami az ¢ definicidjuk szerint logikdval, dedukciéval bizo-
nyithaté axiémdkbol. A platonistak szerint a matematikai fogalmak
6nall6 létezéssel birnak, és e fogalmak analizisével ismerhetéek meg.

//////

Phaidonban panaszkodik azokra a filozéfusokra, akik ,[...] bar hihe-
téen beszélnek, [...] nem azt mondjik, ami igaz”.* Szokratész szerint
pedig egy matematikus, aki valészintségekkel érvel, geometridban nem
ér semmit.

A ,véletlen” 6sid6k 6ta a szerencsejitékokkal és a jovendémondas-

sal, illetve az istenek szeszélyeivel fonédott Gssze, nem éppen elGsegitve
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aval6szintség tudomdnyos elémenetelét. A gorogoknek volt szerencse-
istenngjiik is: 7ukhé (Tuxn). O volt a szerencsejatékosok patréndja
(rémai verzi6ja: Fortuna), akivel a tobbi istenség sem mert vitdba szdllni.
De Tiikhé szinre 1épését megelézte egy még 8sibb mitosz: a hirom
testvér, Zeusz, Poszeidon és Hadész sorsot vetett, hogy eldontsék, ki
mit fog uralni a vildgban — igy kapta Zeusz az eget, Poszeidén a vizeket
és Hadész az alvilagot.

Létezik még egy gorog sz6, amit a véletlen szinonimdjaként hasz-
nalunk, ez pedig a szzochasztikus. A 01606 jelentése ,,célzds, taldlgatas”,
de a stochastic sz6 el8sz6r 1662-ben bukkant fel az Oxford University
Press szétaraban ,taldlgatdssal, feltételezéssel kapcsolatos” jelentésben.3
Valéjiban a valészintség-elmélethez nagyjabdl semmi nem allt készen
az okori gorégok idejében, legaldbbis Eurépaban. Vannak, akik szerint
a hinduk mar rendelkeztek a megfelel$ tudassal: Arisztotelész idejé-
ben (Kr. e. a 4. szazadban) irédott a Mahdbhdrata cimi eposz, amely

tobbek kozott taglalja Nala kiraly kalandjait.+

A leiras szerint Nala megszallott szerencsejatékos volt, aki a
kiralysagat is elveszitette kockan. Ezutan elszegédott szekér-
hajtonak Rituparna kiralyhoz, aki ,birtokolta a kocka tudoma-
nyat”, és egy fa egyetlen aga alapjan meg tudta becsllni, hany
levél és hany gyimolcs terem rajta. Nalat is megtanitotta erre,
aki az Gjdonstilt tudassal felvértezve hazatért, és visszanyerte
kockan a birodalmat.

A mitosz arra enged kévetkeztetni, hogy a hinduknak mar megvolt az
elégséges aritmetikai és kombinatorikai hétteriik ahhoz, hogy mate-
matikai fogalmi keretek kozott gondolkodhassanak valészintségekrdl.
Télik vették dt az arabok, Eurépédba pedig olasz matematikusokon
keresztil érkezett meg.
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Koézilik Luca Pacioli szolgiltatta az els feljegyzett problémat:

A probléma egy olyan szerencsejatékra vonatkozik, amelyben
két jatékosnak minden forduloban egyenlé esélye van a gy6ze-
lemre. A jatékosok egyenld mértékben jarulnak hozza a nyere-
ményalaphoz, és elére megallapodnak abban, hogy az a jatékos,
aki el6szor nyer bizonyos szama fordulot, a teljes nyereményt
megkapja. Tegytik fel, hogy a jaték kilsdé kortlmeények miatt
megszakad, miel&tt barmelyik jatékos gydzelmet aratna. Hogyan
osztjuk fel ekkor igazsagosan a nyereményalapot? Hallgatola-
gosan elfogadott, hogy a felosztasnak valahogyan az egyes jaté-
kosok altal megnyert fordulok szamatol kell fiiggenie, tgy, hogy
a gybzelemhez kozel all6 jatékos nagyobb részt kap a kasszabdl.
A probléma azonban nem pusztan szamitasi probléma, hanem
annak eldontése is, hogy mi is a ,fair” elosztas.®

Pacioli j6 matematikusnak szdmitott a maga idejében, rdaddsul jo-
baritja volt Leonardo da Vincinek, aki illusztralta is Pacioli egyik
geometriakonyvét. Da Vinci mdsik jébaritja Fazio Cardano tgyvéd
és matematikus volt, aki a Paviai Egyetemen és a milinéi Piatti Ala-
pitvanynal is oktatott geometriat. Fia, Girolamo Cardano a reneszinsz
egyik legismertebb matematikusa lett. Cardanét apja szintén tigyvédnek
szanta, de 6 orvosnak tanult Pavidban, ahol nagyon hamar szerencseji-
ték-fiiggs lett. Allitolag e szenvedélye — és hiresen nehéz természete —
miatt nem vették fel a Milinéi Orvosi Kamariba, ezért hivatalosan nem
praktizalhatott. Egy kis faluba, Saccéba koltozott, ahol engedély nélkiil
is sikertlt egy mérsékelten sikeres orvosi praxist kialakitania. Minden-
nap jatszott, és minden létez§ segitségre sziiksége volt a jatékasztalokndl
(matekos és nem matekos segitségre: amikor valaki meggyanusitotta
azzal, hogy csal, akkor el6kapta a kését, és megvigta vele az illetd arcit).
Az 1530-as évek elején dtvette apjitdl a Piatti Alapitvanynal betoltott
posztot mint geometriaprofesszor, de szerencsejiték-fliggdségét az orvosi
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munkdjdbél finanszirozta. (Amilyen nehezen kapott végil engedélyt
a praktizdldsra, olyannyira keresett orvos lett késébb, Olaszorszagon
tul Parizsba és Skécidba is elért a hire.)® Kellsképp tanulmanyozva
a jatékot, hamarosan meg is irta konyvét Liber de ludo aleae (A szeren-
csejatékrol) cimmel — egyesek szerint mar 1525-ben befejezte, és aztin
1565-ben atirta az egészet —, amely az elsé munka volt a val6szintség-
szamitdsrol. A konyv nemcsak azt taglalja, hogyan nyerhet tébbet
az ember fogaddsokon a matematika segitségével, de hathatds csaldsi
médszerekrd] is beszamol.”
O volt az els6, aki bevezette a klasszikus kedvezs/6sszes képletet:

sléetelezziik fel, hogy valamely véletlen folyamatnak sok, egy-
forman valészinli végkimenetele van, ezek kozll egyesek ked-
vez6ek (vagyis nyerdk), masok kedvezétlenek (vagyis vesz-
teséget jelentenek) szamunkra. Ekkor a nyer6é végeredmény
elérésének valoszinlisége egyenld a szamunkra kedvezé ered-
mények részaranyaval.”®

Cardano nagy vivimdnya az volt, hogy a valészintiségbdl kovetkeztetett
a gyakorisdgra.

Ugyan sok mindenre rajétt, de Pacioli problémadjit 6 sem kozelitette
meg jol, am kikovezte az utat a soron kévetkezd matematikusoknak. J6
szaz évvel késébb, 1654-ben De Méré lovag felkereste Blaise Pascalt
az osztozkoddsi problémadval. Pascal nem volt biztos a dolgaban, ezért
megyvitatta a kérdést a kor masik nagy matematikusaval, Pierre de
Fermat-val — sokan ett6l a levelezéstdl datéljak a val6szintségszamitas
megsziletését. Nézziik a feladvinyt és a megtejtését:

Tekintslink egy olyan verziot, ahol négy fordulét kell dsszesen
megnyerni, és minden fordulét azonos eséllyel nyeri A és B jaté-
kos is (tehat példaul egy szabalyos érmét dobnak fel minden
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korben). Tegylk fel, hogy A jatékos mar nyert kettét, mig B
jatékos egyet. Ezen a ponton szakitjak meg a jatékot. Hogyan
kellene szétosztani a nyereményt?

Ekkor A jatékosnak kettd, mig B jatékosnak hirom fordulét kell meg-
nyernie a végs6 gyézelemhez, tehat maximum négy fordulét kell még le-
jatszaniuk. A lehetséges kimenetelek:

AAAA AAAB AABA AABB ABAA ABAB ABBA ABBB
BAAA BAAB BABA BABB BBAA BBAB BBBA BBBB

Ezek mind egyforman valészintek, és ebbdl 6t esetben (félkovér be-
tds) nyer B, és 11 esetben A jitékos, tehdt 5:11 ardnyban kell elosz-
tani a nyereményalapot. Felmertilhet (jogosan), hogy a fent felsorolt
kimenetelek mind négyfordulésak, holott legfeljebb négy fordulé van
hatra. Hiszen ha A jitékos nyer kapdsbdl még kettét, akkor ott vége
van a jatéknak, tehat nem lesznek olyan verzick, hogy AABB, AAAB
stb. Az AA-nak a valdszinisége 1/4, a hiromfordul6s befejezéseké
1/8, mig a négyfordulésoké 1/16. Hogyan jott ki akkor a fenti
szamolds, és egyaltaldn j6-e? Valéjaban az torténik, hogy azokat a négy-
tordulésokat, amelyek hamarabb véget érnek, 6ssze lehet vonni, tehat
az AABB, AABA, AAAB, AAAA azok az AA-nak le nem jitszott
alesetei”, amelyek egyiittesen kiadjak az AA-t valésziniségben is
(4 - 1/16 = 1/4). Azért irtunk ki minden esetet négy forduléra néz-
ve, hogy egyforma val6sziniiségl eseteink legyenek, és igy lehetett
hasznélni a kedvez6/6sszes képletet.

Ez a fajta gondolkodds nem létezett Pascal és Fermat levelezése
eltt. Minden korabbi prébalkozé ugy gondolkodott, hogy csak az
szamit, hogy addig hdny fordulét nyertek meg a jatékosok (és annak
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ardnyédban kell elosztani a nyereményalapot), az nem, hogy még hanyat
kellett volna megnyernitik a gy6zelemhez. A fair elosztisnak ez az (j
koncepcidja elérevetitette a varhaté érték fogalmit.

De Pascalnak nem egyszertien csak a probléma megoldasit — és
egyéb matematikai hozzdjirulasait — koszonhetjik, hanem azt is, hogy
Gj jelentést adott a probabilitae (valészintség, probability) szénak.
Annak idején a reneszdnszban a természeti jeleket bizonyitékként kezd-
ték kezelni, és a kombinatorikai problémak sem a szerencsejitékokbal,
hanem a jelek alkimista értelmezésébél szarmaznak. A jelek tehat ald-
timasztottdk a véleményeket, igy azok valésziniek lettek. Ezekben
az id6kben a kemény tudomdnyok — mint a mechanika vagy az optika —
mir elviltak az alacsonyabb rendd és tekintélyelvi orvoslistantol,
illetve alkimidtdl, a valészintség pedig egyértelmien az utébbiakhoz
tartozott. Igy a sz6 maga tobbféle konnoticiéval birt: elsésorban azt
az autoritdst jelolte, aki jévahagyta a véleményt, mdsodsorban magét
a véleményt jelentette. Harmadrészt pedig egy némileg pejorativ je-
lentése volt, mégpedig hogy a kérdéses dllitas csak ,valészind”, és nem
bizonyitott (azaz nem tudomanyos).’ Pascal viszont beemelte a mate-
matikaba azdltal, hogy megalapozta a valészindségi szamitisokat. Nem
mintha akkortdjt barmilyen tudomany kiilondsebben elismerésre mélt6
lett volna: az anekdota szerint Pascalt, aki tdrsasdgban egyszer egy
matematikai gondolatmenetet mutatott be, megkérdezték: ,Uram, 6n
matematikus?” (Ertsd: nem kézénk valé?) Mire a vélasz: , Nem, kérem,
én triember vagyok.” (Pascal apja gazdag tigyvéd volt.)*

A lottot vagy megnyerem, vagy nem, az 50%, ugye?

A Cardano dltal bevezetett klasszikus képlet magédban foglalta az
egyenléen lehetséges fogalmat (implicite azt allitotta, hogy minden
egyes kimenetel egyenl8en lehetséges, és ezek koziil a kedvezsk ardnya
az osszeshez képest a valdsziniség). A megkozelités egyik legnagyobb
hive Pierre-Simon Laplace volt:
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»A Véletlen elmélete abbdl all, hogy az 6sszes eseményt bizo-
nyos szamu egyenléen lehetséges esetre redukaljuk, azaz
olyanokra, amilyenek |étezésével kapcsolatban egyforman
bizonytalanok lehetiink, és meghatarozzuk azon esetek szamat,
amelyek kedvez&ek az esemény szamara, amelynek a valoszinl-
ségét keressik. Ennek a szamnak az aranya az osszes lehetsé-
ges esethez képest a valdszinliség mértéke.”"

Az egyenlien lehetséges kifejezés sok sebbdl vérzik, de a legnagyobb prob-
léma vele az, hogy senki nem tudja, mit is jelent valéjiban. Egyrészrél
telfoghaté gy, hogy minden egyes kimenetel egyforman konnyen ké-
vetkezik be, masrészrél pedig, hogy nincs okunk barmely kimenetelt
elényben részesiteni.” Ebbél ered az indifferencia (vagy elégtelen ok)
elve, ami annyit mond ki, hogy amennyiben nincs nyomés okunk mast
teltételezni, akkor egy kisérlet 6sszes kimenetelének ugyanannyi a vals-
szinlisége. Ez viszont maga utdn vonta, hogy a ,véletlenszerd” szino-
niméja lett az egyenléen lehetségesnek. Az elv a 19. szdzadra teljesen
tarthatatlannd valt, és tudatlansdgra épiilé megkozelitésnek tartottak.
Ennek ellenére a mai napig megmaradt a kéztudatban, rdaddsul egy
kilonosen kevéssé szofisztikalt verzidban: tetszéleges esemény vagy
megtorténik, vagy nem, tehat mindenre 50% esély van. Azaz ha kilé-
pek az utra, 50% az esélye, hogy eliitnek; ha veszek egy lottét, 50% az
esélye, hogy megnyerem. Az emberek azzal egyiitt elhiszik ezt, hogy
csak Magyarorszagon milliés nagysdgrendd embertdmegek lottéznak,
mégsem hallunk olyan hireket, hogy félmilli6 ember nyerte meg az
otos lottot a 43. héten.s

A fentieken tal van még néhdny szembeszokd probléma az indiffe-
rencia elvével: az egyik példdul az, hogy ha végtelen sok kimeneteliink
van, akkor mi lesz az egyes kimenetelek valészintisége? Itt persze fel lehet
hordiilni, hogy mégis milyen forgatékonyv adédik, amikor végtelen sok
kimenetel van? A legegyszer(ibb példa a darts: a tiblanak mint kérlapnak
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végtelen sok pontja van, igy a dobds lehetséges kimeneteleinek szima is
végtelen. Mekkora valészintiséggel fogjuk eltaldlni a céltdbla egy konkrét
pontjat? A klasszikus kedvezd/6sszes képlethez folyamodva a neve-
z8ben végtelen lesz — a szamliléban meg az az egy kimenetel, hogy
eltalaltuk a pontot —, ez pedig nulldt fog adni. A kézenfekvé ellenérv
a fenti nulla valészintiségre, hogy a dartstabla (vagy tetszdleges fizikai
objektum) csak véges sok eltaldlhat6 pontbdl all, és a dartsnyil hegye
sem nulla kiterjedésd. Ekkor tehat a valészintiség nem nulla, csak nagyon
kicsi. Ezt sokdig egyszerden azzal intézték el, hogy az ilyen kis val6-
szinliségl eseményeket fizikailag lehetetlennek tekintették.’

Ha egy ennél realisztikusabb kérdést akarunk feltenni, azaz hogy
nem egy konkrét pontot taldlunk el, hanem mondjuk a bull’s eye-t,
akkor a kozéppont koriili egy centi sugaru kérlapot vessziik, az ebben
1év8 pontok szdma lesz a kedvezd eseteink szama. Viszont ez is végte-
len, és ebben az esetben végtelen/végtelen-hez vezet a képlet, ami nem
értelmezhetd aritmetikailag.

Mit jelent akkor az egyenlSen lehetséges a végtelen sok kimenetel
esetén? Ehhez nézziik a kovetkezd paradoxont, amely Joseph Bertrand-
t6l szarmazik, és 1889-ben jelent meg:

Adott egy kor és benne egy szabalyos haromszdg. Ha véletlen-
szerlen valasztunk egy hart, akkor mi a valészintsége, hogy az
hosszabb lesz, mint a haromszdg oldala? (Ldsd 1. abra.)

22 .

Ekkor a fenti elv alapjin a ,véletlenszer” annyit tesz, hogy egyik hurt
sem tlintettiik ki, azaz egyenletesen vélasztottunk. De mit is jelent ilyen
esetben az egyenletes vilasztds?

Az 1. megoldasnal lerdgzitjik a véletlen hur kezdépontjat a ha-
romszog egyik csicsdndl (hiszen az egész dbra forgdsszimmetrikus,
tehdt nem éltiink semmilyen megszoritissal), igy pontosan akkor lesz

5

Ennek az Antoine Augustin Cournot-rél elnevezett elvnek a népszertisége egészen az 1900-
as évek kozepéig, a val6szintiség-elmélet mértékelméleti megalapozisiig téretlen volt.
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hosszabb a hir, ha a hdromszoget metszi. Ez annyit tesz, hogy a koriv-
16l vilasztottunk egyenletesen (a hir mésik végpontjit). A hirom-
sz6g hdrom részre osztja a korivet, és a kozépsé iv lesz a kedvezd,
tehdt a valészintség 1/3.

1. abra A Bertrand-paradoxon megoldasai

A 2. megoldasndl berajzolunk egy olyan sugarat, amely meréleges a ha-
romszdg egyik oldaldra, ez az oldal pont felezi a sugarat. Ekkor nézziik
a sugdrra merGleges harokat (itt megint nem éltink megszoritdssal,
mert forgatva a haromszoget, birmely hurra teljesil): pontosan akkor
lesz hosszabb egy hir az oldalndl, ha a sugdr bels6, hdromszogbe esé
telén van. Ekkor a sugdrrél vélasztottuk egyenletesen a hir kézéppont-
jat, a valészindség igy 1/2.

A 3. megoldasndl a véletlen hirt megint a kézéppontjival azono-
sitjuk. Ebben az esetben a korlaprdl vilasztunk egyenletesen: akkor
lesz nagyobb a hir, ha a kdzéppontja a haromszogbe irhaté korbe esik.
Ennek a kornek a teriilete pedig egynegyede az eredeti nagy kornek,
ez lesz a valdszintség is: 1/4.

Az egyenlben lehetséges valasztis tehdt nem definidlja a folyama-
tot, ahogy vélasztunk: az elsé esetben a korvonalrdl, a masodik esetben
a sugdrrdl, a harmadik esetben pedig a korlaprdl vesziink egy pontot
egyenletesen — ezek mind véletlenszertiek, de ahogy lathattuk, kiilonbézé
eredményre vezetnek.” A Bertrand-paradoxon koril a mai napig nem

* Valéjdban végtelen sok legitim médszer 1étezik véletlen hur vélasztasdra. (O. K. Bower:
»Note Concerning Two Problems in Geometrical Probability”. The American Mathe-
matical Monthly, 1934. oktéber, 41[8], 506-510).
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2. abra A Bertrand-paradoxon megoldasai alapjan generalt véletlen hirok



NAGY SZAMOK TORVENYE KIS SZAMOKRA? | 21

tltek el a vitik: egyesek szerint a kérdés aluldefiniilt — azaz nem elég
konkrét a megfogalmazis, hogy ,véletlenszerden vilasztunk egy huirt” —,
masok szerint egyértelmien elényben lehet részesiteni egyik vagy ma-
sik médszert. Ha ranéziink a hdrom stratégia szerint generalt véletlen
hirokra, egyértelmden lathaté a kilonbség (/dsd 2. dbra).

A kozépsé a leguniverzilisabb abban az értelemben, hogy ha kiva-
lasztunk a koérlapon beliil egy kisebb kérlapot, akkor az azt metsz6 hirok
eloszldsa nagyjabol ugyanigy fog kinézni, mint az eredeti korlapon,
vagyis ez a médszer érzéketlen a skaldzdsra és az eltoldsra. Ha tehat
vilasztanunk kell a médszerek koziil, és az egyenletesség a szempont,
akkor a sugidrpont vilasztisa t(inik a legjobbnak.

Az egyenletességre val6 torekvésnél és az indifferencia elvénél
tagadhatatlan a cardanéi 6rokség, kiillondsen amikor minden feladat
(szabilyos) kockakrol, érmékrol és kartyakrol szol. Taldn a legnagyobb
probléma vele a szubjektivitdsa: kiillonb6z6 emberek szemében mdst
jelenthet a ,nyomés ok”.

Nagy szamok torvénye kis szamokra?

A kor gondolkoddi jellemz8en megfigyelésekbdl és kisérletekbdl pro-
baltak logika segitségével kovetkeztetéseket levonni, és a klasszikus
képletet elvetették. Uj megkézelitésre volt sziikség. Az 1603-as kiilono-
sen pusztité pestisjarviny utdn elkezdték heti rendszerességgel le-
jegyezni a haldlozasokat és sziiletéseket is Londonban, ebbdl pedig
John Graunt 1662-ben levonta az elsé komoly demografiai kévetkez-
tetéseket. Sziletében volt a statisztika, és ezzel egyiitt formdlédott
a valészinlség egy Gj koncepcidja: a relativ gyakorisag.

Ugyanez foglalkoztatta a hires matematikust, Jakob Bernoullit.
Bernoulli 1655-ben sziiletett Bazelben, apja kereskedelmi bankir volt,
aki reformatus lelkésznek szdnta a fidt. Igy 6 teologidt és bélesészetet
tanult, egészen addig, amig bele nem botlott Eukleidész egyik kony-
vébe. Allitélag ez az eset és a csillagaszat irdnti érdeklédése iranyitotta
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végiil a matematikai palydra. Rengeteget utazott, és mindenhol szert
tett tudds ismerdsokre: Gottfried Wilhelm Leibnizcel kezdett levelezni,
aki akkortajt dolgozott a differencidlszamitdson, illetve Christiaan
Huygens tett rd nagy benyomast.s Jakobot 1687-ben nevezték ki a Bazeli
Egyetem matematika tanszékének vezetdjévé.”

Bernoulli leghiresebb mive az Ars conjectandi (A talilgatis mivé-
szete), amely posztumusz jelent meg 1713-ban. A kényv elsé fele tisztin
matematikai kérdéseket boncolgat, de az utols6 (befejezetlen) részében
a lehetséges orvosi, jogi és meteorolégiai alkalmazasokat veszi szimba.
Példaul hogy mi a valészintsége, hogy egy bizonyos kérokozé lakik az
ember testében, ha adva van a kérokozdk okozta fertézések gyakori-
sdga (orvosi feljegyzések révén).” Eredeti modelljében egy urndban
kiilonb6z6 szint golydk vannak, hizunk koziilik visszatevéssel, és fel-
jegyezzik az eredményeket.” Bernoulli tehat a huzésokban eléforduls
gyakorisigokbdl akart kovetkeztetni az urndban eredetileg fenndll6 ara-
nyokra. Minél tébb golyét hizunk ki, a relativ gyakorisdg mordlis bizo-
nyossdggal” a tényleges valészintséggel fog nagyjibol megegyezni. Ez
Bernoulli arany tétele, vagy ismertebb nevén a nagy szamok torvénye.

Ha egy szabalyos pénzérmét n-szer feldobunk, és az n feldobas
soran k-szor kapunk fejet, akkor a dobasok szamanak novelésével
a k/n hanyados - a fej dobasanak relativ gyakorisaga - egyre na-
gyobb valészinliséggel egyre pontosabban megkozeliti az 1/2-et.

* A Bernoulli csaldd tobb hires matematikust is kinevelt: Jakob volt az els6 tehetség a csa-
ladban, és az egyetem egyik épiilete az § tiszteletére viseli a Bernoullianum nevet a mai
napig. Azoknak a Bernoulliknak a szdma, akik jelentésen hozzajirultak a matematikéhoz,
korilbeliil 8 és 12 kozé tehetd, és akire én Jakobként hivatkozom, Jacob, Jacques és James
néven is ismert, ez valahogy nem konnyitette meg a megkilonboztetésiiket.

= Az urna sz6 eredetileg vizeskorsot jel6lt, majd hamvvedret, végiil pedig sorshuzdsra, illetve

szavazocéduldk tiroldsira haszndlatos edényt jelentett. Manapsdg a temetkezési urna és

a szavazéurna jelentések élnek.

= Bernoulli kedvenc szavajirdsa, ez ndla 99,9%-os valészintséget jelentett.
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Arra a kérdésre, hogy a kisérletsorozatbdl milyen pontosan tudjuk a hat-
térben meghiz6dé valészintségeket kiszdmitani, nem tudott felelni.
Ehelyett azt vilaszolta meg, hogy ha adott egy valdsziniség, akkor
az milyen pontosan fog visszatiikroz8dni a relativ gyakorisagban. Tehdt
ha van egy szabilyos kockank, amely a klasszikus képlet szerint 1/6
valészintiséggel mutat 6-ost, akkor ez hogyan fog visszatliikr6z8dni
a dobdssorozatban.

Bér az eredeti kérdést nem tudta megvélaszolni, a nagy szdmok
torvénye igy is nagy horderejd allitds, és a mai napig az egyik legismer-
tebb és leginkabb félremagyarazott tétel a valdszintiség-elméletben.
Az arany tétel tehdt azt garantilja, hogy egy populdciébél vett nagy
minta reprezentdlni fogja a populdcié 6sszetételének ardnyat.

»Mar otszor egymas utan fekete volt, most mar biztosan piros
- halljuk Gézatél a rulettasztalnal. ,,Eddig négy lany

17

HE

fog jonni!
jott, ennek muszaj lesz mar fidnak lennie!” - halljuk a sztl&szoban.
»A héten harmadszorra Iéptem kutyakakiba, most mar valami

jo fog torténni velem!” - halljuk a fejlinkben.

Ha megkérjik Gézit, hogy fejtse ki az elméletét, akkor valami ilyes-
mit fog mondani:

»Ha mar sokszor volt fekete, akkor sziikségképpen megné a piros
valoszinlsége, kiilonben nagyszama porgetés utan nem lehetne
kb. ugyanannyi a pirosak és a feketék szama.”

Géza szerint tehdt a rulett igazsigossdga feljogositja arra, hogy azt virja,
hogy az egyik irdnyba valé eltérés gyorsan korrigalja magat a masik irdny-
ba torténd megfelels eltéréssel. Ugyanakkor a rulett emlékezétehetsége
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és erkolcsi érzéke is erdsen behatdrolt, minden porgetésnél ugyanannyi
a piros és a fekete valészintsége, a kordbbi porgetésektd] fuggetlentl.”
Géza fenti érvelését, a nagy szimok torvényének ezt a logikai hendike-
pes 6cesét kis szamok (hamis) torvényének, illetve szerencsejatékosok
tévedésének nevezik, és megfigyelhetd kiillonb6z8 ezoterikus verzidk-
ban, a rulettet lecserélve ,rendszerre” vagy ,életre”. Sokan elhiszik, hogy
ha sok rossz dolog torténik veliik, akkor az univerzum hamarosan
a segitségtikre siet, hogy kirpétolja ket, azaz helyredllitja a j6 és rossz
dolgok szaménak egyensulyit.” Egy kisérlet folyamdn™ 6 és 15 év
kozotti gyerekeket kértek meg, hogy bindris kimeneteld sorozat (pél-
ddul érmedobds) eredményeit jésoljak meg, és minél fiatalabb volt az
illets, annal jobban érvényesiilt a kiegyenlitésre val6 vigy a tippelt
sorozatban. Tehat hidba volt sz6 nagyon révid (példdul 4 hosszisagua)
sorozatrol, a gyerekek hajlottak rd, hogy fele-fele aranyra tippeljenek.

A relativ gyakorisig intuitive nagyon igéretes, és a 19. szdzadban
heroikus eréfeszitéseket tettek a tudésok, hogy ennek a koncepciénak
a segitségével adjanak végleges vilaszt a valoszintiségi kérdésekre. A moz-
galom frekventizmus néven futott: a frekventistik egy esemény valé-
szinlségét kizardlag egy kisérletsorozatban el6fordulé gyakorisignak
tekintették. 1866-ban John Venn a fid/ldny sziiletési statisztikdk alapjin
kimondta a frekventizmus alaptételét: a valészintiség nem mds, mint
ariny.” Tehdt szerinte a nagy szimok torvénye egy félreértés, mert
nincsenek valdszintiségek, amelyekhez kozelitenek az ardnyok, hanem
maguk az ardnyok a valészintségek.

A frekventistdk két csoportra oszlottak: véges és hipotetikus. A véges
frekventistak igazi hardcore empiristdk voltak: csakis a megfigyelhets —
tehat egyben véges — sorozatokra koncentraltak, a bekévetkezd esemé-
nyek relativ gyakorisdgdval azonositottdk a valészintséget. Hasonléan
gondolkodtak, mint rulettes Géza: szimukra az, hogy 10 dobdsbél 3
lett 6-0s, annyit jelentett, hogy a 6-os valészintsége 3/10 (mdr amennyire

*  Monte-Carlo-hiba néven is fut.
* Ez a babona persze forditva is mikodhet: ha sok j6 dolog tortént valakivel viszonylag
rovid idé alatt, akkor elkezdhet félni attél, hogy ,az élet majd nemsokédra megbiinteti”.
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hajlandéak voltak egyaltaldn azzal az dllisponttal azonosulni, hogy
szinguldris eseményeknek — mint egy darab kockadobds — sziikség-
szerlien lenne valdszintsége).>> A hipotetikus frekventistik végtelen
sorozatokat tekintettek, és azt allitottdk, hogy azokban a relativ gyako-
risdg hatarértékben tart a valészintséghez. Tehdt ha végtelentl sokszor
ismételgetnénk a kockadobalast, akkor az ott megjelend frekvencidt
tekinthetjiik valszintségnek. Az egy dolog, hogy nem tudunk végtelen
sokszor eldobni egy kockdt, az is felmeriil, hogy a kocka id6k6zben
elkopna. Vajon ezt hogyan vennénk figyelembe egy ilyen sorozatndl?

Tehit ha egy fizikai vilagra (és f6leg emberi célokra) szeretnénk
a valdsziniségeket hasznalni, akkor az aszimptotikus interpretdcié nem
lesz kielégitd: ez igy is lett, a frekventista megkozelités sokdig tartotta
magit, de nem bizonyult kielégits valészintiségi modellnek. Szemben
a nagy szamok torvényével, miszerint a nagy mintiknak reprezentilniuk
kell a mogottes ardnyt, a kis mintidknak nem. Ha elhinnénk a kis szimok
torvényét (ne higgytik el), azaz hogy mir kis mintdknak is reprezental-
niuk kell a mogottes relativ gyakorisdgot, akkor ebbdl az is kovetkezik,
hogy hosszi egyforma sorozatok egyaltalin nem is fordulhatnak el8.
Kérjiink meg azonban valakit, hogy dobjon fel egy szabalyos érmét
kétszdzszor, egy masik valakit (példdul sajit magunkat) pedig, hogy
dllitson el8 egy randomnak tiné 200 hosszu fej-irds sorozatot. Ekkor
ha 6sszevetjiik a két sorozatot, az ember altal kredltban dltalaban rovi-
debbek a csupa fej, illetve csupa irds sorozatok, azaz nem merjik egy-
forma szimbdélumok hosszu sorozatit megengedni, mert az mar nem
tlinik szimunkra véletlenszertinek.” Ha azonban 200-szor feldobunk
egy szabdlyos érmét, akkor szamithatunk rd, hogy lesznek benne akér
8 hosszusdgu egyforma fej (vagy irds) sorozatok. Tipikusan szinte senki
nem mer ilyen hosszi egyforma szekvencidkat leirni egy mesterségesen
eléallitott sorozatban.

Erdekes médon viszont a sportban egyaltalan nem tartjuk furcsinak
a hosszu egyforma sorozatokat. Azaz ha egy jatékosnak nyerd széridja
van, akkor nagyobb valészintséget tarsitunk ahhoz, hogy a kévetkezé
utése/dobdsa is sikeres lesz. Ezt hivjuk forré kéz jelenségnek (hot hand
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phenomenon). A kifejezés az Egyesiilt Allamokbél ered, a baseball terii-
letérdl (de mas labdajatékokban, példdul a kosarlabddban is ismert).
Amikor valaki egymds utin sokszor it sikeresen, azt forré sorozatnak
(hot streak), az illetSt pedig forrd keziinek (hot hand) nevezik. Ebben
rengeteg szurkold, edzé, st sokszor még maguk a jatékosok is hisznek:
mivel a sportoléknak nem dllandé a teljesitménytk, miért ne lenne
lehetséges, hogy megmédmorosodva a nyerd sorozattél még tobb nyerst
fog ttni? Ezt jarta koriil 1985-ben Thomas Gilovich, Amos Tversky
és Robert Vallone:** 100 kosédrlabda-szurkolét kérdeztek ki, és 91%-uk
allitotta, hogy egy jitékosnak tobb esélye van a kovetkezs ttésre, ha
az el6z6 kettSt vagy harmat eltalalta, mint ha nem. A tanulmanyban
profi kosdrlabdajatékokat, illetve szabaddobds-sorozatokat is elemeztek
statisztikailag, amibdl az deriilt ki, hogy a hiedelemnek nincs alapja,
azaz egy nyerd széridt nem kovet magasabb valdsziniséggel egy Gjabb
nyerd dobds. Bar rinézésre ez a kognitiv torzitds éppen az ellentéte
a szerencsejatékosok tévedésének, mégis van egy erételjes pirhuzam: az
abban val6 hit, hogy a hosszi egyforma sorozatokat nem okozhatja a vé-
letlen. Ebben az esetben tehdt a nyerd széria nem lehet a véletlen miive,
hanem a jatékos valami kiillonleges képesség birtokdban van, és igy
a kovetkez6 dobis sikeressége is nagyobb valészintségnek 6rvend.
Vizsgiljuk meg kézelebbrél ezeket a csomésodasokat!



