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ELOSZO

Kedves Erettségiz!

J6 dontés volt az emelt szintli vizsgat valasztani. Ez tobbletpontokat jelent a felvé-
telhez, és alaposabb, mélyebb tudast az egyetem kezdeti szakaszaban. A felkésziilés
soran befektetett munka azaltal is hasznosul, hogy nem kell felzarkoztatd foglalkozasra
vagy magantanarhoz jarni az els6 szemeszterekben.

Ez a konyv a 2026. juniusi matematika szobeli vizsga 25 témakorét dolgozza
fel. Abban segit, hogy alaposan megtervezhetd legyen a vizsgan vald szereplés.
Az egyes témak kidolgozésa tartalmazza valamennyi idevago fogalom pontos defi-
végét a v jel mutatja.) A bebizonyitott tételek szdma a témakor jellegétdl fliigg. Egyes,
féleg geometriai témakdroknél egymasra épiild tételsorok is szerepelnek. A vizsgan
természetesen nem kell ennyi bizonyitast eléadni, de e konyv lehetdséget teremt
a valasztasra. Kitér a témak alkalmazasaira, tartalmaz egyszert példakat, s6t néhany
kidolgozott feladatot is. (Ezek nem részei a vizsgan el6adando feleletnek, hiszen ott
bizonyara mas konkrét feladatok szerepelnek majd. Mégis, tajékozodasul hasznosak
lehetnek érdekes alkalmazasként, de akar az iras-, akar a szdbeli érettségi vizsgan
kitizhetnek hasonlo feladatokat. Konyviink ezért eltér a — ,,piacon” mara szép szam-
ban megjelend — mintatételeket tartalmazé kotetektol, hiszen pusztan a kidolgozott
részek megtanulasa, ,,bemagolasa” nem helyettesiti az anyag egészébdl valo felke-
sziilést; sem az eredményesség, sem a valodi tudas szempontjabol.)

Ez a felkészitd kiadvany sorozatjelleggel évek ota megjelenik, a jelen kotet ter-
mészetesen mar a 2024-t6l érvényes megvaltozott érettségi vizsgakovetelményeknek
megfeleld tartalommal.

Oromteli munkat, sikeres érettségi vizsgat kivan

a Szerzo

Budapest, 2026. januar






Az emelt szintii szobeli vizsga leirasa

A vizsga id6tartama 20 perc, ez alatt egy témat kell Osszefiiggé modon kifejteni
a megadott szempontok szerint. A hasznalhat6 segédeszk6zok: szoveges adatok taro-
lasara és megjelenitésére nem alkalmas zsebszamologép, korzo, vonalzo, szogmérd
(ezeket a vizsgadzo biztositja); képlettar (ezt a vizsgabizottsag biztositja, és konyviink
Fiiggelékében is megtalalhato, 167-168. old.). Ezeken til mas nem hasznalhato,
pl. a Fiiggvénytablazat sem.

2017 6ta a korabbinal részletesebben szabalyozzak a szamologép hasznalatat. Bar
ez elsOsorban az irasbeli vizsgat érinti, de a szobeli vizsgahoz is hasznos tudni, hogy
a gondolatmenet kifejtése soran a zsebszamologép hasznalata — tovabbi matematikai
indoklas nélkiil — a kdvetkezé muveletek elvégzésére fogadhato el: 6sszeadas, kivo-
nas, szorzas, osztas, hatvanyozas, gyokvonas, faktorialis és binomialis egyiitthato
kiszamitésa, a fiiggvénytablazatban fellelhetd tablazatok helyettesitése (sin, cos, tg,
log és ezek inverzei), a  és az e szam kozelitd értekének megadasa, nullara rendezett
masodfoku egyenlet gydkeinek meghatarozéasa. Tovabbi matematikai indoklas nélkiil
hasznalhat6 a szamologép az atlag s a szoras kiszamitasara, hacsak a feladat szovege
nem koveteli meg kifejezetten az ezzel kapcsolatos részletszamitasok bemutatasat is.
Egyéb esetekben a géppel elvégzett szamitasok indoklas nélkiili Iépéseknek szamita-
nak, igy azokért nem jar pont.

Az emelt szintl szobeli vizsga kozponti tételsor alapjan zajlik. A tétel cimében meg-
jelolt témat a vizsgazonak logikusan, aranyosan felépitett, szabad eléadasban, 6nalloan
kell kifejtenie. Kozbekérdezni csak akkor lehet, ha teljesen helytelen uton indult el,
vagy nyilvanvalo, hogy elakadt. (Ez esetben segitd kérdést lehet feltenni, amennyiben
az még a felelési idobe belefér.) A felkésziilési id6 alatt célszerti vazlatot készitenie.
Ebben tervezze meg a cimben megjel6lt témakor(ok)hoz tartozd ismeretanyag rovid
attekintését, dolgozza ki azokat a részeket, amelyeket részletesen kifejt, oldja meg a fel-
adatot. Vazlatat felelete kozben hasznalhatja, de a tétellapra rajzolni és irni nem szabad!

A feleletben feltétleniil szerepelniiik kell az alabbi részleteknek:

— egy, a ttmahoz tartozo, a vizsgazd valasztasa szerinti definicid pontos kimondasa;

— egy, a tétmahoz tartozo, a vizsgazo valasztasa szerinti tétel pontos kimondasa és
bizonyitasa;

— a kitlizott feladat megoldasa;

— a téma matematikan beliili vagy azon kiviili alkalmazasa (tobb felsoroldsa vagy
egy részletesebb bemutatasa), illetve matematikatorténeti vonatkozasa.

Ha a tételhez tartozo kitlizott feladat bizonyitast igényel, akkor ennek a megoldasa
nem helyettesiti a témakorhoz tartozo tétel kimondasat és bizonyitasat.



A szobeli vizsga értékelése
A szobeli vizsgan elérhetd pontszam 35. Az értékelés kozponti értékelési utmutatd
alapjan torténik.
Az értékelési szempontok:
A felelet tartalmi Osszetétele, felépitésének szerkezete 10 pont
Ezen beliil:
Logikus felépités, szerkesztettség, tartalmi gazdagsag 6 pont
Ebben a pontban kell értékelni a feleletben szereplo, a témdahoz illo
definicioknak, a kimondott tételnek és bizonyitdasanak a nehézségét is.
A felelet matematikai tartalmi helyessége 4 pont

A feleletben szerepld, a témahoz 1116 definicio helyes kimondasa 2 pont
Ha tobb definiciot is elmond, akkor a definiciora adhato 2 ponttal
a legjobbat kell értékelni.

A feleletben szerepl6 a témahoz ill6 tétel helyes kimondasa és bizonyitasa 6 pont

Ezen beliil:
A tétel helyes kimondasa 2 pont
A tétel helyes bizonyitasa 4 pont
A kittizott feladat helyes megoldéasa 8 pont

Ha a feladatot csak a vizsgaztato segitségével tudja elkezdeni,
akkor maximum 5 pont adhato.

Alkalmazasok ismertetése 4 pont
Egy, a tételhez ill6 alkalmazas vagy matematikatérténeti
vonatkozas részletes kifejtése, vagy 3-4 lényegesen eltéré alkalmazds
vagy matematikatorténeti vonatkozas rovid ismertetése.

Matematikai nyelvhasznalat, kommunikacios készség 5 pont
Ezen beliil:
Matematikai nyelvhasznalat 2 pont
Onallé, folyamatos eléaddasméd 2 pont
Kommunikdcio 1 pont

Ezutobbi I pont akkor is jar, ha a jelolt onallo felelete utan nem volt sziikség kérdésre.

Azoknal a témakoroknél, ahol a cimben foglalt téma kifejtésének egyik legfontosabb
része az alkalmazasok ismertetése, ott a matematikan kiviili alkalmazasok felsorolasat
helyettesitheti egy matematikan beliili alkalmazas részletes ismertetése.

Forras: https://dload-oktatas.educatio.hu/erettsegi/nyilvanos_anyagok 2026tavasz/matem_emelt szob
tajekoztato_vizsgazoknak 2026maj.pdf
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1. Halmazok, halmazmiiveletek.
Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben

Alapok

A halmaz és a halmazhoz tartozds fogalmat szemléletbdl fogadjuk el.

Ha egy dolog valamely halmazhoz tartozik, akkor azt mondjuk, hogy eleme ennek
a halmaznak. Jelekkel: be H; cg H (b eleme a H halmaznak, ¢ nem eleme a H hal-
maznak).

Egy halmazt akkor tekintiink adottmak, ha minden dologrél egyértelmiien eldont-
hetd, hogy eleme ennek a halmaznak vagy nem.

A halmazokat nagybetiivel jeloljiik (4, B stb.). Megadhatjuk ket pl. az elemeik
felsorolasaval (4 = {a; b; c}), vagy egy kozos tulajdonsaggal (B a paros szamok hal-
maza). Specialis jellésiik van a nevezetes szamhalmazoknak (N, Z, Q stb.).

Két nevezetes halmaz az iires halmaz (J vagy {}), amelynek egyetlen eleme sincs
(vigyazat, a {J} mar mas halmaz, annak van egy eleme, az iires halmaz!), és az
alaphalmaz vagy mindenség, univerzum (U), amely egy adott helyzetben, feladatban
a szoba johetd vagy megengedett, megadott 0sszes elemet tartalmazza.

Halmazrelaciok

1. Egyenloseg
Két halmaz akkor egyenlo, ha azonosak az elemeik. (A halmaz elemeinek felsoro-
lasakor a sorrend és az esetleges tobbszori ismétlés 1ényegtelen.)

2. Részhalmaz B

Akkor mondjuk, hogy egy 4 halmaz részhalmaza egy B hal-
maznak, ha az 4 minden egyes eleme egyuttal eleme a B-nek is.
(Ekkor akar még egyenldk is lehetnek.) Ha viszont emellett B-nek
van olyan eleme, ami nem eleme A-nak, akkor 4 halmaz valodi
részhalmaza a B halmaznak. A jelolésben sajnos van némi kdvetkezetlenség: egyes
konyvek a részhalmaz relaciot igy jeldlik: 4 < B, a valddi részhalmazt igy: 4 < B;
masok a részhalmazt igy: 4 < B, és a valddi részhalmazt igy: 4 < B. (Utdbbi sze-
rencsésebb, mert logikus, tartalmi analogiat mutat a szamok kozti ,,.<” és ,,<” relacios
jelekkel.) Példaul: {10; 100; 1000} c NcZ c QcR.

Fontos tulajdonsagok:
* minden halmaz részhalmaza 6nmagénak (reflexivitds),
* az uires halmaznak egyetlen részhalmaza van: nmaga;
* minden halmaznak részhalmaza az lires halmaz;
 az ures halmaz valddi részhalmaza minden nem tires halmaznak;
* minden nem tiires halmaznak legalabb két részhalmaza van: az iires halmaz ¢és
Onmaga;
e hadc BésBc A, akkor A =B;
* had c BésBcC,akkor 4 c C (tranzitivitas).
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1. EMELT SZINTU ERETTSEGI 2026

Halmazmiiveletek, miiveleti tulajdonsagok

1. Komplementer-képzés
Minden mas elem, amely nem tartozik az A halmazhoz, 4 kiegészitd halmazat,

komplementer halmazat vagy roviden komplementerét alkotja (jelben: A ). fgy azon-
ban nem viladgos, hogy pl. a paratlan szdmok komplementeréhez mik is tartoznak: csak
a paros szamok, vagy a tortek is, netan a betiik, emberek, ...? Az egyértelmiiség hianya-
ban igy nem tekinthetnénk ezt a halmazt adottnak, ismertnek.
Ezért meg kell adni az alaphalmazt (U), amelynek 4 részhalmaza,

és A az alaphalmaz azon elemeit tartalmazza, amelyeket 4 nem.
(U tulajdonképpen azon hatarokat, kereteket szabja meg, hogy

5

meddig is tart a ,,minden mas”.) Természetesen A =A.
2. Egyesités (unio)

Azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek A és B halmazok
koziil legalabb az egyiknek elemei, az A és a B halmaz unidjanak
(egyesitésének) nevezziik (jelben: 4UB).

3. Kozos rész (metszet)

Azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek A és B halmazok
mindegyikének elemei, az 4 és a B halmaz metszetének (kozos
részének) nevezzik (jelben: ANB).

4. Kiilonbség(halmaz)

Azoknak a dolgoknak a halmazat, amelyek az 4 halmaznak
elemei, de a B halmaznak nem, az 4 és a B kiilonbségének (kii-
lonbséghalmazanak) nevezziik (jelben: A\B).

SISk

5. Descartes-szorzat (kapcsolat a koordinatarendszerrel)

Azoknak a rendezett paroknak a halmazat, amelyeknek az elsé komponense eleme
az A-nak, masodik komponense pedig eleme a B-nek, az A és a B halmaz Descartes-féle
(vagy direkt-)szorzatanak nevezziik (jelben: AxB, olvasva: ,,A kereszt B””). Tomoren:
AxB = {(a; b) | acA, beB}.

Példaul, ha 4 = {1; 2; 3} és B = {c; d}, akkor AxB is és BxA is hat rendezett par
halmaza:

AxB = {(1; ¢); (1; d); (2; ¢); (25 d); (35 ¢); (35 d)} €5

BxA = {(c; 1); (¢; 2); (3 3); (d; 1); (d; 2); (d; 3)}.

Az els6 halmaz elemeibdl ugy is megkaphatjuk a méasodik halmaz elemeit, hogy
mindegyik rendezett parban felcseréljiik az elsé €s a masodik komponenst.

A Descartes-féle koordinatarendszerben (a sikon) épp ilyen rendezett parok alkotjak
a pontok koordinatait. Azt mondhatjuk, hogy a sik pontjai és az RxR halmaz elemei,
mint minden lehetséges valds szampar kozott hozunk 1étre egy kdlcsondsen egyértelmi
megfeleltetést. A térben pedig a pontokat az RxRxR halmaz rendezett szamharma-
saival jellemezziik. (Ebben az értelemben szokas a sikot R?, a teret R® szimbolummal
is jelolni. Ha ehhez hozzavessziik egy (szam)egyenes R jelolését, akkor a kitevd és
a dimenzioszam kozti megfelelést vehetjiik észre.)
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HALMAZOK, HALMAZMUVELETEK 1.

6. Miiveleti tulajdonsagok (Gigy is, mint tételek — mindegyik konnyen bizonyithato
pl. Venn-diagrammal)

kommutativitas: 4UB = BUA, ANB = BNA

asszociativitas: (AUB)UC = AU(BUC), (ANB)NC =AN(BNC)

disztributivitas: AU(BNC) = (AUB)N(AUC), AN(BUC) = (ANB)(ANC),

AN(B\C) = (ANB)\NANCO),

Ax(BUC) = (AxB))(AxC), (AUB)xC = (AxC)J(BxC),
Ax(BNC) = (AxB)N(AxC), (ANB)xC = (AxC)N\(BxC),
AX(B\C) = (AxB)\(AxC), (A\B)xC = (AxC)\(BxC).

(A direkt szorzat disztributivitasa az unid, a metszet és a kiillonbség miiveletére
nézve mindkét irdnybdl fennall, ami — nem kommutativ miiveletrdl [évén sz — két
kiilonboz0, fliggetlen tulajdonsag.)

elnyelési szabalyok: Aud =4, And=A4, AA=0;

AVD =4, AnD=0;, AD=A4, O\A4=U;
AVU=U, AnU=4, AU=Q, UMd=4;
AUA=U, AnA=0

De Morgan-azonossagok: AUB=A4ANB, ANB=AUB

tovabba: A\B=ANB, (A\B)U(B\4) = (AUB)\(ANB)

(ez utobbi miivelet eredményét nevezziik 4 és B halmazok szimmetrikus
differenciajanak, jelben: AAB);

ha 4 < B, akkor AUB =B és ANB = A;

ha AnB = J (un. diszjunkt halmazok), akkor 4\B = 4 és B\A = B,

ha 4 = B, akkor és csak akkor A\B = B\A4 (és ekkor mindkettd = &);

ha A = B, akkor és csak akkor AxB = BxA.

Halmazok alkalmazasa

Valamely fliggvény megadasahoz két halmazra és egy utasitasra van sziikségiink.
Az egyik halmaz (az értelmezési tartomany) minden egyes eleméhez hozzarendeljiik
az utasitasnak megfeleloen a masik halmaz egy-egy elemét. Ezt a masodik halmazt
a fliggvény egy képhalmazanak nevezzik. A képhalmaznak azok az elemei, amelyek
a hozzarendelésben szerepelnek, alkotjak a fliggvény értékkészletét. Az értékkészlet
tehat részhalmaza a képhalmaznak.

Példaul ha egy fiiggvény értelmezési tartomanya a {-3; —2; —1; 0; 1; 2; 3, 4; 5}
halmaz, ¢s a fiiggvény e halmaz minden egyes eleméhez a négyzetét rendeli hozza,
akkor képhalmaznak valaszthatjuk akar az N, akar a Z, vagy az R halmazt is. A fiigg-
vény értekkészlete pedig a {0; 1; 4; 9; 16; 25} halmaz.

Tovabbi alkalmazasok: egyenlet, egyenldtlenség, egyenletrendszer alaphalmaza,
megoldashalmaza; adott tulajdonsadgu pontok halmazai; sikidomok, testek definialasa,
osztalyozasa.
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1. EMELT SZINTU ERETTSEGI 2026

FELADAT
Igaz-e tetszoleges A, B és C halmazokra, hogy (A\B)\C = A\(B\C)?

A megoldashoz halmazabrat (Venn-diagramot) készitiink.
Az a) abran szemléltetjiik az 4\B és az (4\B)\C halmazt,
a b) abran a B\C és az A\(B\C) halmazt.

a)

A két abra Osszehasonlitasa azt mutatja, hogy A\(B\C) = [(A\B)\C](ANC),
vagyis a kérdésbeli két halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha ANC = < (nincs
kozos elemiik, diszjunkt halmazok) — tehat tetszéleges halmazokra nem igaz az
allitas.

Nevezetes ponthalmazok a sikban

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban,
amelyek a sik egy K pontjatol adott r tavolsagra
vannak, egy kérvonal, amelynek az adott pont a ko-
zéppontja, és az adott tavolsag a sugara.

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban,
amelyek a sik egy e egyenesétdl adott d tavolsagra / e
vannak, két olyan parhuzamos egyenes, amelyek- d

nek az adott egyenestdl valo tavolsaga az adott
tavolsaggal egyenld.

amelyek egy, a sikra illeszked6 4B szakasz ket
vegpontjatol egyenld tavolsagra vannak, a szakasz A
felezd merdleges egyenese.

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban, L

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban,
amelyek a sik két parhuzamos (e és f) egyenesétol
egyenlo tavolsagra vannak, a két egyenes kozép-
parhuzamosa, egy velik parhuzamos, kozottiik
a tavolsaguk felében futd egyenes.
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HALMAZOK, HALMAZMUVELETEK 1.

e

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban,
amelyek a sik két metszo (e és f) egyenesétil egyenlo
tavolsagra vannak, az adott egyenesek szogfelezoi:

ket egymasra merdleges egyenes.

Azoknak a pontoknak a halmaza egy sikban,
amelyek egyenld tavolsagra vannak egy egyenestol
¢és egy ra nem illeszkedd ponttdl, egy parabola.
A pont a parabola gyijtopontja (fokusza), az egye-
nes a vezéregyenese (direktrixe). A parabola tengelye
a fokuszon at a vezéregyenesre allitott merdleges,

a parabola erre szimmetrikus.

Nevezetes ponthalmazok a térben

=

()
\

Azoknak a pontoknak a halmaza
a térben, amelyek egy AB szakasz két vég-
pontjatol egyenld tavolsagra vannak, a sza-
kasz felez6 merdleges sikja.

-
¢ X )
\__/

Azoknak a pontoknak a halmaza a tér-
ben, amelyek két parhuzamos (e és f)
egyenestol egyenld tavolsagra vannak,
egy veliik parhuzamos, téliikk egyenld ta-
volsagra 1évo sik.

Azoknak a pontoknak a halmaza a tér-
ben, amelyek két metszo (e és f) egyenestol
egyenlo tavolsagra vannak, ket sik, az adott
egyenesek szogfelezo sikjai; mindkettd me-
réleges a két egyenes sikjara és egymasra
is merdlegesek.
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Azoknak a pontoknak a halmaza
a térben, amelyek egy K ponttol adott
r tavolsagra vannak, egy gombfeliilet,
amelynek az adott pont a kdzéppontja,
¢s az adott tdvolsag a sugara.

Azoknak a pontoknak a halmaza

a térben, amelyek egy e egyenestdl

adott r tavolsagra vannak, egy olyan

hengerfeliilet, amelynek az adott egye-

nes a tengelye, és az adott tavolsag
a sugara.

A

YA
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Azoknak a pontoknak a halmaza a tér- M
ben, amelyek két parhuzamos (S, és S,) sik-
tol egyenlo tavolsagra vannak, egy olyan ‘a’

stk, amely parhuzamos az adott sikokkal, ”

és toliik egyenlo tavolsagra van.

Azoknak a pontoknak a halmaza a tér- ‘
ben, amelyek két metsz6 (S, és S,) siktol Vu‘
egyenld tavolsagra vannak, két sik, ezek az

adott sikok szogfelezo sikjai, merdlegesek
egymasra.

A

Alkalmazasok nevezetes ponthalmazokra

1. A haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ez a pont
egyenl6 tavolsagra van a haromszog csticspontjaitdl, tehat ez a haromszog koré irt
kor kdzéppontja. (Ld. 83. oldal.)

2. A haromszdg szogfelez6i egy pontban metszik egymast, ez a pont egyenlo tavol-
sagra van a haromszog oldalegyeneseitdl, tehat ez a haromszogbe irt kor kézéppontja.
(Ld. 84. oldal.)

3. A parabolat a tengelye koriil megforgatva kapjuk a forgasi paraboloid nevii
feliiletet. [lyen alaktiak az autok reflektoraiban az izz6 mogotti tikkrok (a fokuszban
elhelyezett izz6 fényét parhuzamos nyalabként vetitik elére), és ilyenek a mitholdvevo
antennak (a tavoli miholdrdl gyakorlatilag parhuzamosan érkez6 sugarakat a fokusz-
ban elhelyezett vevifejbe gyljtik dssze).

Tovabbi alkalmazasok, csak emlités szintjén

Kor ¢és egyenes kolcsonos helyzete. Tengelyes tiikrozés, sikra valo tiikkrozés.
Héaromszogek hozzairt korei. Sikidomok alkotorészeinek, kertiletének, teriileté-
nek kiszamitasa. Testek alkotorészeinek, felszinének, térfogatanak kiszamitasa. Vek-
torok.

Torténeti vonatkozasok

A halmaz fogalom eldszor a német Bernard Bolzano 1851-ben (mar halala utan)
megjelent mivében tint fel. A kdvetkezd évtizedekben a szintén német Richard
Dedekind ¢és Georg Cantor dolgoztak ki egyre részletesebben az elméletet, elso-
sorban fiiggvénytani alkalmazasra ¢és a ,,végtelen” fogalmat tisztdzandd. Késobb
megsziiletett a halmazelmélet axiomatikus felépitése is; igaz, tobb parhuzamos
axioma-rendszer is létezett. Ezek egyike tobbek kozt a magyar Neumann Janos
nevéhez fuzodik.
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